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CAPITULO 1
CONCEPTOS BAsicos DE TOPOLOGIA Y ANALISIS CONVEXO

A seguir introduciremos algunos conceptos topoldgicos en R™: conjuntos abiertos, con-

juntos cerrados y compacidad.

DEFINICION 1. Un conjunto B C A C R" es abierto en A si para cada x¢ € B existe € > 0
tal que {x € A: ||z — zo|| < €} estd contenido en B.

Un conjunto abierto en A C R"™ también es llamado de conjunto abierto relativo al
conjunto A, o abierto relativo (cuando no existe posibilidad de confusién). Si A = R", nos
referimos a un conjunto abierto en R"™ simplemente como conjunto abierto.

Note que, si B es abierto en A no necesariamente B es un subconjunto abierto de R™.
Por ejemplo, B = (0, 1] es abierto en [0, 1], pero no es abierto en R.

Por definicién, todo conjunto A C R" es abierto en A. Ademds, el conjunto vacio es
abierto en cualquier A C R".

En general, dado A C R™, un conjunto B C A es abierto en A si y solamente si existe un
conjunto abierto C' C R™ tal que B=ANC.

Sea A, = {A C R" : Aes abierto}. Para cada e > 0y z¢p € R", denote por Bc(xg) el
conjunto {z € R" : || — z¢|| < €}, el cual llamaremos de bola abierta de centro xo y radio
€. De la misma forma, dado A C R™, defina la bola abierta en A, de centro xg € A y radio
€ >0, como Be(zg; A) :={z € A: |z — 0| < €}. Note que, Be(xg) = Be(xo; R™).

PROPOSICION 1. Para todo A C R", para cada (e,z9) € Ryy X R, Bc(xo; A) es un sub-

conjunto abierto de A.

Algunas propiedades de los conjuntos abiertos:

(1) Dada una familia de conjuntos {A)}xca C A, donde A es una coleccién arbitraria de
indices, el conjunto (Jyc, Ax es abierto. De hecho, dado zg € [Jycp A existe A(zg) € A

tal que 2o € Ay (). Asi, existe € > 0 tal que Be(wo) C Ax) C Upen A

(2) Cuando el conjunto de indices A es finito, la interseccién de los conjuntos {Ay}rca esta

en A,. Para demostrar esto, considere un vector zg € (]yc, Ax. Como para cada A € A
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existe €y > 0 tal que B, (z9) C Ay, sigue que B(zg) C ()yep A, donde € := minyep €.

La interseccion arbitraria de conjuntos abiertos no necesariamente es un conjunto abierto.
Como ejemplo, considere la familia {(—%, 1+ %) in €N } C Aq. A pesar de cada conjunto

ser abierto, la interseccién de todos ellos, [0, 1], no lo es.

DEFINICION 2. Un conjunto B C A C R™ es cerrado en A si el complemento de B en A,
A\ B, es abierto en A.

Sigue que B es cerrado (en R™) si y solo si B¢ C A,,.

Algunas propiedades de los conjuntos cerrados se pueden deducir de lo que ya sabemos
sobre los conjuntos abiertos. De hecho, la intersecciéon arbitraria de conjuntos cerrados es
un conjunto cerrado. La unién finita de conjuntos cerrados también es un conjunto cer-
rado.! No asi la unién arbitraria de conjuntos cerrados: la unién de los conjuntos de la

familia { [%, 1-— %] in € N}, que es igual al conjunto (0, 1), no es un conjunto cerrado.

DEFINICION 3. Una secuencia {z,}neny C R™ es convergente si existe T € R™ tal que, para
todo € > 0 existe N € N tal que, ||z, — Z|| < €, ¥n > N,. El vector T es llamado de limite

de la secuencia {x, }neny C R™.
Dejamos al lector verificar que el limite de una secuencia en R™, cuando existe, es tnico.

PROPOSICION 2. Un conjunto B C R™ es cerrado si y sélo si toda secuencia convergente

de B tiene su limite en B.

DEMOSTRACION. Suponga que B es cerrado y fije una secuencia convergente {x,}neny C
B. Por definicién, existe T € R™ tal que |z, — Z|| tiende para cero cuando n aumenta.
Suponga que T ¢ B. Entonces, existe € > 0 tal que B.(Z) C B¢. Esto implica que, para n
suficientemente grande, z,, no estd en B, una contradiccién.

Reciprocamente, suponga que toda secuencia convergente de B tiene su limite en B. Si
B no es cerrado, entonces B no es abierto. Esto es, para algin ¥ € B¢ y para cadan € N,

existe z, € B tal que ||z, — Z|| < 1. Luego, encontramos una secuencia convergente de B

IDemuestre estas dos propiedades.
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que tiene su limite en B¢, una contradiccion. [l

Recuerde que una funcién f : U — R™, definida en un subconjunto U C R™ es continua
en un punto zo € U si y sélo si para cada € > 0 existe § > 0 tal que x € U, ||z — o] < ¢
implica que ||f(z) — f(z0)|| < e. Dado A C R™, nos referimos al conjunto f~1(A) := {z €
U: f(z) € A} como la preimagen de A por f. A continuacién mostraremos como la con-

tinuidad de funciones se relaciona con los conceptos de conjunto abierto y conjunto cerrado.

PROPOSICION 3. Una funcién f : U C R®” — R™ es continua en zg € U si y sélo si la
preimagen por f de cada conjunto A € A, que contiene al vector f(zg) es un subconjunto

de U que contiene una vecindad de x.

DEMOSTRACION. Suponga que f es continua en zg € U. Dado A C R™ abierto tal que
f(xo) € A. Suponga que no existe ¢ > 0 tal que B(zo;U) C f~1(A). Entonces, existe
una secuencia {2, }ney C U tal que, para cada n € N, |lz, — zol| < 2 y f(zn) ¢ A
Como {zp, }nen converge para xg, la continuidad de f nos asegura que f(z,) es convergente
para f(zg). Como A¢ es cerrado, llegamos a que f(zo) € A°. Esto es, z9 ¢ f~!(A), una
contradiccion.

Reciprocamente, fijado zg € U, asuma que la pre-imédgen de cada conjunto A € A, que
contiene al vector f(zo) es un subconjunto de U que contiene una vecindad de zp. Como
para cada € > 0 el conjunto B.(f(xzg)) es abierto, concluimos que existe § > 0 tal que, si
r €Uy ||z — x| <& entonces z € f~H(Bc(f(x0))), esto es, || f(z) — f(zo)|| < e. Asi, fes

continua en x. 0O

Como el conjunto vacio es abierto, sigue de la proposicién anterior que una funcién
f U — R™ es continua en su dominio U C R" si y sélo si la preimagen por f de todo

conjunto abierto A C R es un conjunto abierto de U.

Si A CR™escerradoy f: U — R™ es continua, entonces f~1(A¢) es abierto en U.
Esto es lo mismo que afirmar que f~!(A) es cerrado en U. Por otro lado, si para cada
conjunto cerrado A C R™, f~1(A) es cerrado en U, entonces para cada abierto B C R™,
FHB) = (f~1(B®))° es abierto en U. Esto es, f es continua en U.
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Por lo tanto, una funcién f : U C R" — R™ es continua si y solamente si la preimagen

de cada conjunto cerrado A C R™ es un conjunto cerrado en U.

La continuidad de una funcién nada tiene que ver con las propiedades de la imagen por
f de los conjuntos abiertos o cerrados. Si una funcién f : U C R® — R™ es continua,
entonces dado un conjunto A abierto (o cerrado) en U, f(A) puede ser abierto, puede ser

cerrado, o bien no tener ninguna de estas propiedades topoldgicas.?

DEFINICION 4. Un conjunto K C R™ es compacto si para toda familia de conjuntos abiertos

{Ax}aea tal que K C (Jyep An, existe un subconjunto finito A* C A tal que K C (Jycpx An.

Esto es, un conjunto K es compacto cuando toda cobertura abierta de K posee una sub-
cobertura finita. Asi, una forma de mostrar que un conjunto no es compacto es encontrando
una cobertura abierta de él que no tenga una subcobertura finita. Por ejemplo, [0,1) no
es compacto, ya que la cobertura abierta {(—1, 1- %) ;n €N } no tiene una subcobertura
finita. De la misma forma, el conjunto [0,400) no es compacto, ya que {(—1,n);n € N}
no tiene una subcobertura finita. El problema de estos conjuntos es que dejan “abierto” el
extremo derecho y, por lo tanto, se puede construir una cobertura que avanza lentamente
en esa direccién, bloqueando la existencia de una subcobertura finita. En el primer caso, el
extremo derecho esta “abierto” debido a que el conjunto no es cerrado, en el segundo caso,

por el conjunto no ser limitado.

PROPOSICION 4. La siguientes propiedades son equivalentes:
(a) K C R™ es compacto.
(b) K C R™ es cerrado y acotado.

(b) Toda secuencia en K C R™ tiene una subsecuencia convergente en K.

PROPOSICION 5. Sea f : U C R™ — R™ una funcién continua. Si K C U es compacto,

entonces f(K) es compacto.

DEMOSTRACION. Fije una cobertura abierta de f(K), {Ax}rea. Esto es, una familia de
conjuntos abiertos tal que f(K) C [Jycp Ax. Esinmediato verificar que K C f~' (Uyepn 4r) =
Usea f1(A)). Esto es, {f71(A))}ren es una cobertura abierta de K. Luego, existe una
subcobertura finita {f~'(A4))}reas, con A* C A. asi, f(K) puede ser cubierto por un

2Le sugerimos al lector dar ejemplos de cada uno de los casos.
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numero finito de elementos de {A)}aca. Esto es, f(K) es compacto. O

Dada una funcién f: U C R™ — R™, diremos que f alcanza su méximo (resp. minimo)
en U, si existe T € U tal que f(Z) > f(z) (resp. f(Z) < f(x)), para todo z € U.

CoOROLARIO. Toda funcién continua f : K C R” — R definida en un conjunto compacto

K alcanza su maximo y su minimo en K.

DEMOSTRACION. Como f es continua, f(K) es compacto. Asi, es cerrado y acotado. Por
ser acotado, existen z := inf{z : z € f(K)} y Z := sup{z : z € f(K)}. Por definicién
de infimo y supremo, hay secuencias {2 },en C f(K) v {25} nen C f(K) que convergen,
respectivamente, para z y zZ. Como f(K) es cerrado, z y Z estdn en f(K), lo que concluye

la demostracién. O

Una propiedad que utilizaremos a menudo en nuestras aplicaciones serd la convexidad de
conjuntos. Recordemos que un conjunto C' C R™ es convezo si para cada par de elementos

w1, 79 € C, los vectores {Ar1 + (1 — A)T2}rg(0,1) estdn en C.
El siguiente resultado enumera algunas propiedades de los conjuntos convexos.

PROPOSICION 6.

(a) Los conjuntos ) y R™ son convexos.

(b) Dados A y B convexos en R", A+tB :={a+1tb:a € A b€ B} es convexo para
cada t € R.

(c) Interseccién arbitraria de conjuntos convexos es un conjunto convexo.

(d) Todo espacio vectorial es convexo.

(e) Si C' C R™ es convexo entonces la clausura de C,
C :={z € R": 3(z)nen C C convergente paraz},

es un conjunto convexo.
(f) Dado un conjunto C, sea C' := {z € C : 3e > 0, B(x) C C} el interior del conjunto
C. Entonces, si C' es convexo, el interior de la clausura del conjunto C' estd contenido

en C.
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La propiedad (f) serd fundamental para probar el proximo resultado, y sélo es vélida
para conjuntos convexos. De hecho, si C'= (0,1) U (1,2), entonces C' = (0,2) ¢ C.

TEOREMA DE SEPARACION DE CONVEXOS
Sean A y B dos conjuntos convexos, disjuntos y diferentes de vacio en R™. Entonces,
siempre existe p € R™ \ {0} tal que p-a < p-b, para cada para (a,b) € A x B.

Si A es cerrado y B es compacto, entonces el vector p puede ser escogido de tal forma

que, para algin c e R, p-a<c<p-b, Y(a,b) € A x B.

DEMOSTRACION. Si A es cerrado, la funcién f : B — R dada por f(b) = mingea ||b — al|
estd bien definida y es continua (compruebe estas propiedades). Ademds, cuando B es
compacto, existe b € B tal que f(b) > f(b). Sea y, € A tal que f(b) = [|b— yp||. Como Ay
B son disjuntos, el vector p = % esta bien definido y tiene norma igual a uno.

Noteque 0 <p-p=p- Ié:izﬁll' Luego p-b > p-yp. Asi, para completar la demostracién
de esta parte del teorema es suficiente probar que, para cada (a,b) € A X B, [p-b >
PO Alp-yp>p-al

Fije a € A y considere la funcién g : [0,1] — R, con g(A) = [|b — (Aa + (1 — M)
Dado que A es convexo, la funcién g tienen un minimo en A = 0. Asi, ¢’'(0) > 0. Esto es,
2(b—yp) - (yp —a) > 0. Luego, p -y, > p-a. Finalmente, fijando b € B defina la funcién
h:[0,1] — R como h(A) = [jyp — (Ab+ (1 — A)b)||>. Dado que B es convexo, la funcién h
tienen un minimo en A = 0. Asi, 2'(0) > 0. Esto es, —2(b— ) - (b—b) > 0, lo que concluye

la demostracion.

Si A y B son convexos, diferentes de vacio y disjuntos, entonces el conjunto C = A— B es
convexo, diferente de vacio y no contiene el vector cero. Asi, tenemos dos posibilidades: (i)

La clausura de C' es disjunta del conjunto {0}; o (ii) El vector cero pertenece a la clausura

de C.

Caso (1). Aplicando los resultados previos, sabemos que existe p € R™\ {0} tal que p-c¢ < 0
para cualquier vector ¢ € C. En particular, p-a < p- b, ¥(a,b) € A x B.

Caso (ii). En esta situacién, 0 ¢ C (vea el {tem (f) en la proposicién previa). Por lo tanto,
existe una secuencia {x, }neny C C° que converge para cero cuando n va para infinito. Luego,

para cada n € N va a existir un vector p,, de norma uno tal que p,-a < py,-b, ¥(a,b) € Ax B.



Juan Pablo Torres-Martinez — Departamento de Economia, Universidad de Chile 11

Como la secuencia {py, }nen estd en un compacto, existe al menos una subsecuencia conver-

gente. Esto es, existe un vector p de norma uno tal que p-a < p-b, ¥(a,b) € A x B. ([l

El Teorema de Separaciéon de Convexos tiene varias aplicaciones en economia y en
matematica. Se puede utilizar para probar algunas versiones del Teorema de Kuhn-Tucker,
sera util para caracterizar los precios de activos financieros en la ausencia de oportunidades
de arbitraje (vea ejercicio (19) al final del capitulo) y serd el ingrediente matemético esencial

en la prueba clésica del Segundo Teorema del Bienestar Social (ver tltimo capitulo).

En algunas aplicaciones necesitaremos que el conjunto de vectores que maximiza una
funcién f : U C R®™ — R sea convexo. Note que, si dos vectores 1 y 2 maximizan f en
U, para que cada vector z) := Az + (1 — A)ze, con A € (0,1), también sea un 6ptimo para
f en U es necesario y suficiente que las siguientes condiciones sean satisfechas: (i) z) esté
en U; y (ii) f(zn) > min{f(x1); f(z2)}.

La condicién (i) se consigue si U es convexo. Cuando una funcién satisface la condicién

(ii) en todo su dominio, diremos que es cuasiconcava en U.

DEFINICION 5. Una funcién f : U C R®™ — R es cuasicéncava en U si, para todo par
(x1,22) € UX U, f(Azx1+4+ (1 —AN)x2) > min{f(z1); f(z2)} cada vez que Ax1+ (1 —N)zg € U
y A€ (0,1).

PROPOSICION 7. Dada una funcién f : U C R” — R, donde U es convexo, f es cuasicéncava

en U siy sdlo si, para cada a € R, el conjunto U, := {x € U : f(x) > a} es convexo.

DEMOSTRACION. Suponga que f es cuasiconcava en U. Dado a € R, si U, es vacio en-
tonces es convexo. Caso contrario, dados dos vectores x; y x2 en U,, para cada A € (0,1),
Zyi=Ar1+ (1 =Nz € Uy f(zn) > min{f(z1); f(z2)} > a. Luego, para cada A € (0,1),
zy € U,. Esto es, U, es convexo. Reciprocamente, asuma que el conjunto U, es convexo
para cada a € R. Dados dos vectores en U, x1 y ¥, es claro que {x1, Z2} C Unin{f(a,):f(wo)}-
Asi, para cada A € (0,1), Ar1 + (1 = N)z2 € Unin{f(1);f(x2)}- Esto es, f(Az1+ (1= N)xg) >
min{ f(z1); f(z2)}, VA € (0,1). O

Dado U C R"™ convexo, considere una funcién f : U — R. Diremos que la funcién f es
estrictamente cuasicéncava si, dados x1, 9 € U tal que x; # x2, tenemos que f(Ax; + (1 —

A)zxe) > min{ f(z1); f(z2)}, VA € (0,1). La funcién f serd fuertemente cuasicéncava si, para
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cada par de vectores x1,x9 € U tal que f(x1) # f(x2), tenemos que f(Axy + (1 — A)xg) >
min{f(z1); f(z2)}, VA € (0,1).

Los teoremas de punto fijo son ttiles en teoria econémica ya que en muchas situaciones
debemos encontrar variables (por ejemplo, canastas y precios) que son el resultado de la

solucién simultinea de varios problemas de optimizacion.

El més simple de los teoremas de punto fijo con aplicaciones importantes en economia es

el siguiente:

TEOREMA DEL PUNTO F1JO DE BROUWER
Sea K C R™ un conjunto convexo, compacto y diferente de vacio.

Si f: K — K es continua, entonces existe T € K tal que f(T) = T.

DEMOSTRACION. (Caso n = 1) En la recta real los conjuntos convexos, compactos y difer-
entes de vacio son siempre de la forma [a,b], con a < b. Asi, fije una funcién continua
f :]a,b] — [a,b] y suponga que f(a) # a'y f(b) # b. Entonces, la funcién g : [a,b] — [a, ]
dada por g(x) = f(z) — x tiene un valor estrictamente positivo en x = a y es estricta-
mente negativa en x = b. Como g es continua, por el Teorema del Valor Intermedio, existe

c € (a,b) tal que g(c) =0, esto es, f(c) = c. O

Ninguna de las hipétesis del teorema anterior pueden relajarse sin perder la generalidad
del resultado. A continuacién se dan algunos ejemplos de funciones que no tienen puntos
fijos debido a que dejan de satisfacer un tnico supuesto del Teorema del Punto Fijo de

Brouwer.

f no es continua. f:]0,1] — [0,1] dada por f(0) =1y f(x) =0, siz € (0, 1].

K no es cerrado. f:(0,1] — (0, 1] definida por f(z) =0, 5x.

K no es limitado. f:[0,4+00) — [0,400) definida por f(x) =z + 1.

K no es convexo. K =0,1]U[2,3], con f(z) =3,Vz €[0,1] y f(x) =1, Vx € [2,3].
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APLICACION. EXISTENCIA DE EQUILIBRIO DE NASH

Considere un juego estatico, con informacién completa y no-cooperativo, denotado por
G(I,(u?,8%;er). Cada jugador i € I = {1,...,n} maximiza su funcién objetivo, u® :
Hje[ 57 — R, escogiendo estrategias en S* C R™, con n; > 0. Esto es, dadas estrategias
s—i = (8735 #1) € [[;4; 5, el jugador i va a escoger s € argmazeg: u'(s, $—;).

Un equilibrio de Nash del juego G(I,(u',S");er) es dado por un vector de estrategias
5= (5;i € I) tal que, para cada i € I, u'(35) > u'(s,5_;), Vs € §%, donde 5_; := (57;j # i).

TEOREMA DE EXISTENCIA DE EQUILIBRIO DE NASH

Suponga que los conjuntos de estrategias admisibles {S'};c; son convexos, compactos y
diferentes de vacfo. Ademds, asuma que las funciones objetivo {u'‘};c; son continuas y
estrictamente cuasicéncavas en la propia estrategia. Entonces, el juego G(I, (u’,S%)cr)

tiene un equilibrio de Nash.

DEMOSTRACION. Es suficiente probar que, para cada i € I, la funcién h’ : H#i Si— S
dada por h(s_;) = argmaz, g u'(s,s_;) esta bien definida y es continua. En ese caso,
la funcién h @ [];¢; S — [Tics S dada por h((sj)jer) = (h'(s-1),...,h"(s_y)) serfa
continua y cumpliria las hipétesis del Teorema del Punto Fijo de Brouwer. Luego, existiria
5= (34 € I) tal que h(3) = 3. Esto es, para cada jugador i, 8 = h*(3_;), lo que concluiria
la demostracion.

Por esta razén, vamos a demostrar que, dados conjuntos K y S—compactos, convexos
y diferentes de vacio—para cada funcién f: K x S — R continua en (k, s) y estrictamente
cuasicéncava en la variable k, la funcién g : S — K dada por g(s) = argmazker f(k,s)
esta bien definida y es continua.

Como f es continua y K es compacto y diferente de vacio, el conjunto A(s) := {k €
K : f(k,s) > f(K,s), VK’ € K} es diferente de vacio. Ahora, como f es estrictamente
cuasicéncava en la variable k y K es convexo, A(s) tiene un tnico elemento. Asi, g estd
bien definida.

Dado s € S, fije una secuencia {s;, }men C S que converge para s. Queremos mostrar
que g(s;,) converge para g(s) cuando m crece. Ahora, para cada m € N, f(g(sm), Sm) >
f(k,sm), ¥(k,m) € K x N. La compacidad de K nos asegura que va a existir k € K tal
que, salvo subsecuencia, g(s,,) converge para k cuando m crece. Asi, de la continuidad de
f sigue que f(k,s) > f(k,s), Vk € K. Esto es, g(s) = k, y por lo tanto, g es continua en
seSs. O
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Al igual que en el caso del Teorema del Punto Fijo de Brouwer, en el teorema anterior
no se pueden relajar hipdtesis sin perder la generalidad del resultado.

Para mostrar esto con algunos ejemplos, dado K C R y una funcién f : K — K, considere
el juego Gy i ({1,2}, (u', 5");e1,0)) donde ST = S? = K, ul(s!,s*) = —(s* — f(s*))* vy
u?(s?, s') = —(s? — s1)2. Note que, (5!,5%) € S x 5? es un equilibrio de Nash de Gy x si y
solo si 32 = 5! = f(32).3

En la siguientes situaciones no hay equilibrios de Nash para el juego Gy k:

Funciones objetivo discontinuas. K =[0,1], f(0) =1y f(z) =0, si z € (0,1].
Los conjuntos de estrategias no son cerrados. K = (0,1] y f(x) =0, 5x.

Los conjuntos de estrategias no son acotados. K = [0,+00) y f(z) =x + 1.

Los conjuntos de estrategias no son convexos.
K=[0,1U[23], f(zx) =3,Vz € [0,1] y f(z) =1, Vz € [2,3].

Falla la cuasiconcavidad de las funciones objetivo.
K =1[0,1], f(z) =z y u!(s', %) = (s' = f(5*))*.

EJERCICIOS
(1) Pruebe que el conjunto {(x,y) € R? : z > y} es abierto en R2.

(2) Por definicién, una secuencia {zptneny C U C R™ es convergente en U si existe T € U
tal que, para todo € > 0 existe N, € N tal que, ||z, — Z|| < €, Vn > N.. Demuestre que un
conjunto B C U C R” es cerrado en U si, y solamente si, toda secuencia de B convergente

en U tiene su limite en B.

(3) Dado U C R™, si una funcién g : U — R es continua en U entonces el conjunto

{z € U: g(x) >0} es cerrado en U. Muestre que la reciproca no es verdadera.

(4) Una funcién f : U C R™ — R™ es uniformemente continua en U si para todo € > 0
existe § > 0 tal que ||z — y|| < 0 implica que || f(z) — f(y)|| < e. Si U es compacto, toda

f:U CR™ — R™ continua es uniformemente continua.

(5) Toda funcién f : R™ — R de la forma f(z) = a-x + b, donde a € R" y b € R, es

cuasiconcava.

3Dicho de otra forma, G x tiene un equilibrio de Nash si y sélo si f : K — K tiene un punto fijo.
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(6) Una funcién mondétona (creciente o decreciente) f : R — R es siempre cuasicéncava.

Toda funcién concava es cuasiconcava.

(7) Dada una funcién f : U C R™ — R, donde U es convexo, f es cuasicéncava en U si y

sélo si, para cada a € R, el conjunto {x € U : f(z) > a} es convexo.
(8) Dados (a, 8) > 0, la funcién f(z,y) = 2%y” es estrictamente cuasicéncava.
(9) Dado a € R, la funcién f(z) = —||z — a|| es estrictamente cuasicéncava.

(10) Suponga que toda subsecuencia de {x, }neny C R™ tiene una subsecuencia convergente

a x € R™. Muestre que {x,}n,en converge a x.

(11) Sea B = {xz € R : = es irracional}. Es B un conjunto cerrado?

(12) Formalice la siguiente afirmacion: FEl conjunto de las matrices invertibles es abierto.

(13) Sean A y B subconjuntos de R. Si A es abierto, podemos afirmar que
AB:={abeR:a€ A N be B}

también es abierto?

(14) Muestre que A C R™ es abierto si, y solamente si, A es la unién de bolas abiertas.

(15) Muestre que B C R™ es cerrado si, y solamente si, B es la interseccién contable de

conjuntos abiertos.

(16) Muestre que K C R™ es compacto si, y solamente si, toda secuencia en K posee una

subsecuencia convergente.

(17) Sea K un subconjunto compacto y no-vacio de R™. Sea {4, },en una secuencia de
subconjuntos cerrados y no-vacios de K tal que, para cada n € N, A1 C A,. Muestre

que [ A, es no-vacio.
neN

(18) Dados dos conjuntos compactos, convexos y diferentes de vacio C C K C R", considere

la funcién f : K — R definida por
f(z) = min |z -y

Muestre que f es continua. Ademds, pruebe que la funciéon G : K — C dada por G(x) =

{y e C: f(x) = ||z — y||} estd bien definida y es continua.
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(19) Sea C' C R™ un conjunto convexo, compacto y diferente de vacio. Sean f; : C — C,

con i € {1,...,m}, funciones continuas. Muestre que existe € C tal que

(20) CARACTERIZACION DE PRECIOS DE NO-ARBITRAJE

Considere un mercado con J activos negociados por individuos que maximizan su riqueza.
Cada individuo que tiene acceso al mercado puede formar un portafolio § = (61,...,07) €
R”, donde 0; > 0 significa que el individuo compré 6; unidades del activo j, mientras que
; < 0 implica que el individuo hizo una promesa de pago futuro equivalente al valor de
mercado de #; unidades del activo j (lo que llamamos de venta al descubierto). El valor de
cada unidad del activo j es dado por ¢; > 0. Supondremos que existe incertidumbre sobre
el valor futuro de los activos. Asi, hay S posibles estados de la naturaleza. En el estado
se{l,...,S} el activo j € {1,...,J} va a pagar (prometer) una cantidad R, ; por unidad
comprada (vendida) en el primer periodo. En resumen, un individuo que constituye un
portafolio # € R” espera recibir en cada estado s la cantidad Z;-le R, ;0;.

Como los individuos buscan maximizar su riqueza, es de esperar que no existan posiciones
financieras que entreguen ganancias ilimitadas sin incurrir en riesgos. Formalmente, diremos
que no existen oportunidades de arbitraje si no hay ningtin portafolio # € R’ tal que
Z}‘le g;0; < 0y, para cada estado s € {1,...,S}, Z}-le R, ;0; > 0, con por lo menos una
de las desigualdades estricta. Dicho en otros términos, no es posible: (i) recibir recursos
hoy sin comprometer riqueza futura; o (ii) sin pagar nada hoy aumentar la riqueza futura.

En la ausencia de oportunidades de arbitraje va a existir una relacién intrinseca entre el
precio de un activo y sus pagos futuros: no existen oportunidades de arbitraje en el mercado

si, y solamente si, el precio de cada activo es igual al valor descontado de sus pagos futuros.

Esto es, existe (71,...,7s) € Rir tal que,
S
g =Y VsRej Vi€l
s=1

Para probar esta caracterizacion, se sugiere seguir los siguientes pasos:

(a) Considere la matriz
- ... T4y

)

Rs1 ... RS,J
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Pruebe que, en la ausencia de oportunidades de arbitraje, el conjunto C := {z € RS+ .
30 € R7, 2 = A0} es disjunto con C; := {z € RS : ||z]| € [¢, 2]}, para cada e > 0.

(b) Muestre que C'y C¢ son convexos, diferentes de vacio y cerrados.

(c) Muestre que C, es compacto.

(d) Mueste que existe p > 0 tal que p- z < 0, para cada z € C.

(e) Muestre que p - z = 0, para cada z € C' (recuerde que C' es un subespacio vectorial).
(f)

f) Concluya la demostracién.

(21) Un subconjunto A C R™ es conexo si no existen conjuntos abiertos A, Az disjuntos y
diferentes de vacio tales que A = A; U As. Pruebe que toda funcién continua f : R® — R™

lleva conjuntos conexos de R™ en conexos de R™.
(22) Muestre que todo conjunto convexo de R™ es conexo.

(23) Muestre el Teorema del Valor Intermedio: Dada una funcién continua f : [a,b] — R

tal que f(a)f(b) <0, existe ¢ € (a,b) tal que f(c) = 0.

(24) Sea f :[0,1] — Ry un funcién continua. Muestre que existe a > 0 tal que, para cada
x € [0,1],

1

2 < f(x) < a.

Podemos afirmar que f tiene puntos fijos? Justifique detalladamente su respuesta.






CAPITULO II
CORRESPONDENCIAS

En este capitulo estudiaremos aplicaciones que llevan vectores en conjuntos, llamadas
correspondencias. Analizaremos conceptos de continuidad para correspondencias y sus

propiedades.

DEFINICION 6. Una correspondencia entre X C R® e Y C R™ es una aplicacién, denotada

por I, que asocia a cada z € X un subconjunto I'(z) de Y.

Notacién: T' : X — Y. Note que, toda correspondencia I' : X — Y, también llamada

funcién de conjuntos, es una funcién de X en 2¥ :={AcR™: ACY}.

Para definir el concepto de continuidad de una correspondencia I' : X — Y podriamos
pensar en una analogia con la continuidad de una funcién: la preimagen de todo abierto
en Y deberia ser un abierto de X. Sin embargo, como I'(z) es un conjunto, no es claro que
significa que un vector x € X esté en la “preimagen” de un conjunto A C Y. De hecho,
al menos dos posibilidades hacen sentido, = € X esta en la preimagen de A si I'(x) C A, o
bien si I'(z) N A # ().

Esto da lugar a dos conceptos de pre-iméagen y dos definiciones de “continuidad”:

DEFINICION 7. Una correspondencia I' : X C R"™ — Y es hemicontinua superior en xg € X
si, para cada conjunto abierto A de Y C R™ tal que I'(xg) C A, la preimagen superior
de A, T*[A] :== {z € X : ['(z) C A}, contiene una vecindad de xy. Una correspondencia
I': X C R*" - Y es hemicontinua superior en X si es hemicontinua superior en cada

xo € X.

DEFINICION 8. Una correspondencia I' : X C R"™ — Y es hemicontinua inferior en xg € X
si, para cada conjunto abierto A de Y C R™ tal que I'(xzg) N A # 0, la preimagen inferior
de A, T7[A] :=={x € X : T'(z) N A # 0}, contiene una vecindad de xp. Una corresponden-
cial': X CR"” - Y es hemicontinua inferior en X si es hemi-continua inferior en cada
zp € XA

4Una confusién natural es pensar que toda correspondencia I' : X C R™ — Y que tiene valores diferentes de vacio,

[[(z) # 0, Vo € X], es hemicontinua inferior desde que sea hemicontinua superior. La confusién estd basada en el
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DEFINICION 9. Una correspondencia I' : X C R™ — Y es continua en g € X si es hemi-
continua superior e inferior en xg. Una correspondencia I' : X C R®™ — Y es continua en

X si es continua en cada xp € X.

EJEMPLOS

o Considere la correspondencia I : [0,1] — [0, 1] definida por I'(z) = [0,1], Va € [0,%] y

I'(z) = [%, %] , Vo € (%, 1}. Entonces, A = (0.8,0.9) es abierto en [0, 1], pero ' [4] = [O, %]
no lo es. Asi, I' no es hemicontinua inferior en xg = % En cualquier otro punto del dominio
la correspondencia I' va a ser hemicontinua inferior. Ademds, I' es hemicontinua superior
en [0,1].

o Sea 1 0,1] — [0,1] definida por Q(z) = [0,1], Vz € [0,3) y Q(z) = [3, 3], Vz € [3,1].
Entonces, A = (0.1,0.9) es abierto en [0, 1], pero QT [A] = [%,1] no lo es. Asi, Q no es
hemicontinua superior en xg = % En cualquier otro punto del dominio la correspondencia

Q) va a ser hemicontinua superior. Ademés, € es hemicontinua inferior en [0, 1].5

CARACTERIZACION SECUENCIAL DE LA HEMICONTINUIDAD SUPERIOR

Sea X XY CR"xR™yI':X —Y. Dado x € X, I'(z) es compacto y I' es hemicontinua
superior en x € X si, y solamente si, dada {z,},eny C X convergente para z, para toda
{yn}tnen C Y, con y, € I'(z,) para todo n € N, existe una subsecuencia {yn, }ren C

{Yn}nen que converge a un vector y € I'(z).

DEMOSTRACION. Suponga que I' es hemicontinua superior en z € X y que I'(x) es com-
pacto. Fije {z,}nen C X convergente para x, e {yn}neny C Y, con y,, € I'(z,,) para todo
n € N. Dado k € N, como I'(z) es compacto, siempre existe un conjunto abierto Ay C Y tal
que: I'(xr) C Ay y para cada a € Ay, mingcr(y) |la —y| < % En particular, A es limitado.
Por otro lado, como {z,, }neny C X converge para x y I't[A] es abierto en X, existe N, € N
tal que I'(z,,) C Ay, para cada n > Ni. Asi, {yn}n>n, C Ag.

Note que, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que la secuencia {Nj}ren es
estrictamente creciente. Por lo tanto, {yn, }ren C A1 es una subsecuencia acotada de

{Yn}nen. Esto es, tiene una subsecuencia convergente. Ademads, para cada k € N, yn, € Ay.

hecho que I'(x) C A C Y implica que I'(x) N A # (). Por lo tanto, I't[A] C T'"[A]. Sin embargo, esto nada nos dice
sobre las propiedades topolégicas de ambos conjuntos.

5La verificacién de estas propiedades, asi como de aquellas enunciadas en el ejemplo previo, quedan como un
ejercicio para el lector. Se recomienda utilizar las caracterizaciones secuenciales de hemicontinuidad superior e

inferior.
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Esto es, existe g € I'(z) tal que, |lyn, — Gkl < 7. Asf, {Jk}ren también tiene una

subsecuencia que converge y al mismo limite de la subsecuencia de {yn, }ren. Esto es,
como I'(z) es cerrado, existe una subsecuencia de {y, },en que converge para un elemento
de I'(z).

Reciprocamente, dada la propiedad secuencial en z € X queremos probar que I'(z) es
compacto y I' es hemicontinua superior en x. Escogiendo la secuencia constante {z},en C
X, la propiedad secuencial nos asegura que toda secuencia en I'(z) tiene una subsecuencia
convergente. Asi, I'(x) es compacto. Para probar la hemicontinuidad superior en x suponga,
por contradiccién, que existe un abierto A C Y, con I'(z) C A, tal que ' [A] no contiene
una vecindad de z. Esto es, para todo n € N, existe z,, € B1(z;X) e y,, € I'(x,,) N A°. Por
lo tanto, sigue de la propiedad secuencial que tiene que existinr una subsecuencia de {yy, }nen
convergente para un elemento de I'(z). Sin embargo, como A€ es cerrado en Y, el limite
de toda subsecuencia de {yy, }nen estd en A¢, el cual tiene interseccién vacia con I'(z). Una

contradiccion. |

CARACTERIZACION SECUENCIAL DE HEMICONTINUIDAD INFERIOR
Sea X xY C R™ x R™. Una correspondencia I' : X — Y es hemicontinua inferior en z € X
siy sélo si, dada {zy, }neny C X convergente para z, para todo y € I'(x) existe una secuencia

{Yn}tnen C Y, con y, € I'(z,) para todo n € N, que converge para y.

DEMOSTRACION. Suponga que I' es hemicontinua inferior en = € X. Fije {zp}nen C
X convergente para x, e tome un elemento y € I'(x). Dado k& € N, el conjunto A; =
B 1 (y;Y) C Y es abierto y satisface I'(x) N Ag # (). Luego, por la hemicontinuidad inferior
en x, va a existir Ny € N tal que I'(x,,) N A # (), para cada n > Nj. Dado que, sin pérdida
de generalidad, podemos suponer que la secuencia {Ny}ren es estrictamente creciente,
I'(z,) N A; # 0, para cada n € {N;,...,Nj1; — 1}. Por lo tanto, para cada n € N existe
Jn € N (estrictamente creciente en n) tal que n € {Nj,,...,Nj, 41 — 1} y, para algin
Yn € T(zn), lly —unl < Jin Dicho de otra forma, existe una secuencia {y,}n tal que:
Yn € I'(zy) y lim, y, = y. Lo que querfamos probar.

Reciprocamente, suponga que la propiedad secuencial se cumple para x. Si I no es hemi-
continua inferior en x entonces existe un conjunto abierto A en Y tal que: T'(z) NA#( y
I'"[A] no contiene una vecindad de z. Esto es, existe por lo menos un vector y € I'(z) N A
y una secuencia {x,}nen C X convergente para x tal que I'(x,) C A°. Esto contradice la

propiedad secuencial: cualquier {y, }nen tal que y,, € I'(zy,) para cada n € N esta contenida
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en el conjunto cerrado A€, el cual no contiene al vector y € A. [l

Las siguientes propiedades serdn muy ttiles al estudiar la teoria basica de equilibrio gen-
eral. Las demostraciones de cada una de ellas utilizan las caracterizaciones secuenciales que

acabamos de probar.

PROPOSICION 8. Sea X CR™, Y CR™ y I': X — Y una correspondencia.

(P1) Si Y es compacto, entonces I' es hemicontinua superior y tiene valores cerrados en
X siy s6lo si Graph[['] := {(z,y) € X xY :y € I'(x)}, llamado grdfico de T, es
cerrado en X x Y.

(P2) Si I tiene valores diferentes de vacio y gréfico abierto en X x Y, entonces I' es
hemicontinua inferior en X.

(P3) Si ' es hemicontinua inferior en X, la correspondencia ' : X — Y definida por

I'(x) = I'(z) también es hemicontinua inferior en X.

DEMOSTRACION. (P1) Suponga que I' es hemicontinua superior y tiene valores cerrados
en X. Sea {(@n,Yn)}nen C Graph[I'] una secuencia convergente para (z,y) € X x Y.
Como T tiene valores compactos (Y es compacto), sigue de la caracterizacién secuencial
de hemicontinuidad superior que y € I'(xz). Reciprocamente, suponga que el gréfico de T
es cerrado en X x Y. Entonces, I' tiene valores compactos (cerrados en Y). Dada una
secuencia {(Tn,Yn)nen C Graph[I'] tal que {zy}nen converge para algin z € X, como
{Un}nen C Y, tiene una subsecuencia convergente. Como el grafico de I' es cerrado, el

limite de esa subsecuencia esta en I'(x). Esto concluye la demostracién.

(P2) Sea {z,}nen convergente para x € X y fije un vector y € T'(z) # (. Como
(x,y) € Graph[I'], existe ¢ > 0 tal que B((z,y); X x Y) C Graph[l']. Luego, existe
N > 0 tal que, para cada n > N, hay un vector y, € I'(zy,) tal que la secuencia {y,}n>n

converge para y cuando n crece.

(P3) Sea {xp}neny C X una secuencia convergente para z € X. Fije y € ['(z). Si
y € I'(x), la hemicontinuidad inferior de I' nos garantiza que existe una secuencia {yn }nen
convergente para y tal que y, € I'(z,) C T'(x,). Ahora, si y € T'(x) \ I'(z), para cada
k € N va a existir una secuencia {y*},cn convergente para un vector y* € I'(z) tal que
Yk € D(zy) CT(2y), YR €N y |ly — y¥| < 2. Sea n(0) = 1 y para cada k > 1, defina n(k)
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como el menor entero mayor que n(k — 1) tal que [|y* — y¥ || < + para todo m > n(k). En-
tonces, la secuencia {g;}en definida por g; = yf sije€{n(k),...,n(k+1)} satisface, para
cada j € N, las siguientes propiedades: §; € I'(z;) v [ly—y;|| < %, Vi e {n(k),...,n(k+1)}.

Esto concluye la demostracion. O

Vamos a aplicar las propiedades anteriores para probar la hemicontinuidad superior e
inferior de la correspondencia de asignaciones presupuestariamente factibles, la cual asocia
a cada vector p € R} \ {0} el conjunto C(p) :={z € K :p-x < p-w} C K, donde w € R’} .
y K :={z € R : ||z|| < W}, para algin W € R .

Por un lado, al ser K compacto, C' va a ser hemicontinua superior en R’} \ {0} si y solo si
su grafico es cerrado. Ahora, dada una secuencia convergente, {(pn, zn)}nen C Graph[C],
por definicién p, - x, < pp, - w, para todo n € N. Asi, al tomar el limite cuando n va para
infinito, llegamos a que (lim, p,) - (lim, x,) < (lim, p,) - w. Ademds, como K es cerrado,
lim,, p, € K. Esto es, (lim,, p,,lim, x,) € Graph(C). Por lo tanto, C' es hemicontinua
superior en su dominio.

Por otro lado, la hemicontinuidad inferior la vamos a deducir de las propiedades (P2) y
(P3). En efecto, si definimos la correspondencia C : R” \ {0} - K como C(p) = {z € K :
p-x < p-w}, para todo p € R \{0}, C(p) # 0, yaquew € R | . Luego, sigue de la propiedad
(P2) que C es hemicontinua inferior si tiene grafico abierto. Ahora, dado (p,z) € Graph|[C]
siysélosiz € Kyp-x < p-w, por lo que pequenas perturbaciones de p y = (en K) todavia

van a satisfacer la desigualdad. Asf, C' es hemicontinua inferior. Sigue de la propiedad (P3)

que la correspondencia C : R?\{0} = K definida por E(p) = C(p) también es hemicontinua

inferior. Como la correspondencia C' tiene valores cerrados, C(p) = C(p), ¥p € R% \ {0}.

Esto es, la correspondencia C' es hemicontinua inferior.

A continuacion, presentamos una generalizacion del Teorema del Punto Fijo de Brouwer
para correspondencias. Este resultado sera esencial para probar la existencia de equilibrio
en juegos donde las estrategias admisibles de un jugador pueden depender de las acciones

de los otros jugadores, llamados juegos sociales o juegos generalizados (ver Capitulo IV).

TEOREMA DEL PUNTO F1J0 DE KAKUTANI
Sea K C R™ un conjunto convexo, compacto y diferente de vacio.
SiI': K - K es hemicontinua superior y tienen valores compactos, convexos y diferentes

de vacio, entonces existe T € K tal que = € I'(7).
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EJERCICIOS

(1) Muestre que la hemicontinuidad superior de la correspondencia de asignaciones pre-

supuestariamente factibles se pierde cuando cambiamos K por R'}.

(2) La hemicontinuidad inferior de la correspondencia C' no necesariamente se cumple
cuando w € R} \ {0}.

(3) Encuentre un ejemplo de una correspondencia con gréfico cerrado y valores compactos,

que no sea hemicontinua superior.

(4) Dados X xY C R"xR™,seaT: X — Y la correspondencia definida por I'(z) = {f(z)},
donde f : X — Y es una funcién dada. Muestre que I' es hemicontinua superior (resp.

inferior) en zp € X si y solamente si f es continua en z.

(5) Dadas funciones f,g : R — R tales que, para todo z € R, f(x) < g(x); la correspon-

dencia I'(z) = [f(z), g(x)] es continua si y s6lo si f y g son continuas.

(6) Si una correspondencia I' : X — Y es hemicontinua superior (resp. inferior), analice la

hemicontinuidad superior e/o inferior de la correspondencia co(I")(z) := convexhull{I'(x)}.

(7) SeanI', Q : [0, 1] — [0, 1] correspondencias hemicontinuas superiores con valores cerrados
y diferentes de vacio. Muestre que la correspondencia ® : [0,1] — [0,1] definida por

®(x) =T (z) NQ(z) es hemicontinua superior.

(8) Considere una correspondencia I" : [0,1] — [0, 1] con valores compactos y diferentes de

vacio, cuyo grafico viene dado por

Analice la continuidad de T.

(9) Fije X C R" e Y C R™. Considere la correspondencia I' : X — Y dada por I'(x) = A,
donde A C Y. Muestre que I' es continua.



CAPITULO III
TEOREMA DEL MAXIMO DE BERGE

El siguiente resultado caracteriza la funcién valor y la correspondencia de asignaciones

optimas de un problema de optimizacién finito dimensional.

TEOREMA DEL MAXIMO DE BERGE
Sea X C R" e Y C R™. Dada una funcién f : X x Y — R y una correspondencia
P:Y — X, defina o(y) = maxery) f(z.5) v Qy) = argmax,erg, f(x,9).

Suponga que f y I' son continuas. Ademads, asuma que I tiene valores compactos y difer-
entes de vacio. Entonces, v es continua y {2 es hemicontinua superior con valores compactos

y diferentes de vacio.

DEMOSTRACION. Como I' tiene valores diferentes de vacio y compactos, la continuidad de
f implica que, para cada y € Y, Q(y) # (. Ahora, dado y € Y, sea {zy}neny C Q(y) una
secuencia convergente para algin punto x € X. Como z,, € Q(y), f(zn,y) > f(2',y), V2’ €
I'(y). Tomando el limite cuando n va para infinito, obtenemos que f(x,y) > f(2/,y), Va' €
I'(y). Esto es, x € Q(y). Por lo tanto, Q(y) es un conjunto compacto y diferente de vacio,
para todo y € Y.

Para probar que (2 es hemicontinua superior podemos utilizar la caracterizaciéon secuen-
cial. Fije y € Y y tome una secuencia {y,}neny C Y convergente para y € X. Dada una
secuencia {,}neny C X tal que z, € Q(y,), Yn € N, sabemos que =, € I'(y,), ¥n € N
y, por lo tanto, sigue de la hemicontinuidad superior de I' que existe una subsecuencia
{Zn, }ken C {@n}nen convergente para algin x € I'(y). Queda por probar que z € Q(y).
Como I' es hemicontinua inferior, para cada 2’ € I'(y) existe una secuencia {z, }peny C X
convergente para =’ tal que, para cada n € N, 2/ € T'(y,). Luego, para cada k € N,
f(@nys Yny) = f(23,,Yn, ), y tomando el limite cuando k tiende para infinito obtenemos que
f(z,y) > f(2',y). Esto es, z € Q(y), lo que prueba la hemicontinuidad superior.

Para probar la continuidad de la funcién v, considere una secuencia {y,} C Y que
converge para y € Y. Sabemos que, para cada n € N, existe z,, € I'(y,) tal que
v(yn) = f(Tn,yn). Esto es, existe z, € Q(y,). Como Q es hemicontinua superior, ex-
iste una subsecuencia de {z,},en que converge para un punto x € Q(y). Como  es
hemicontinua inferior, para cada n € N, existe Z,, € Q(y,) tal que la secuencia {Z, }nen

converge para x. Asi, v(yn) = f(Zn,yn) converge para v(y) = f(z,y) cuando n va para
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infinito. Luego, v es continua. U

COROLARIO. Bajo las condiciénes del Teorema del Maximo de Berge, asuma que I' tiene
valores convexos. Si f es cuasiconcava en la variable x, ) tiene valores convexos. Si f es

estrictamente cuasicéncava en la variable x, {2 es una funcion continua.

DEMOSTRACION. Dado y € Y, fije dos puntos x1 y w2 en Q(y). Como I tiene valores
convexos, para cada A € (0,1), z) := Az1 + (1 — N)ze € T'(y). Ademsds, si f es cuasicéncava
en la variable z, f(zy,y) > min{f(z1,y), f(z2,y)} = v(y). Luego, z\ € Q(y), VA € (0,1).
Cuando f es estrictamente cuasicéncava en la variable z, 21 = x2 (caso contrario tendriamos
una contradiccién con la optimalidad de x; y x2). Asi, Q(y) tiene un tnico elemento y, por
lo tanto, puede ser identificada con una funcién continua (vea el ejercicio (4) en la pégina
27). O



CAPITULO IV
EQUILIBRIO EN JUEGOS SOCIALES

Un juego social es un juego estatico, con informacién completa y no-cooperativo con un
conjunto finito de jugadores, cada uno de los cuales considera el efecto que las estrategias
escogidas por los otros individuos tienen tanto sobre su funcién objetivo cuanto sobre su
conjunto de estrategias admisibles.

Formalmente, denotaremos el juego social por S(I, (u’, S?,I"");cs), donde I es el conjunto
(finito) de jugadores y u’ : [er S7 — R la funcién objetivo del jugador i € I, la cual estd
definida para cada perfil de estrategias s = (s7;j € I) € Hje[ S7, donde S7 C R™, n; > 0,
es el espacio de estrategias del jugador j. Cada jugador ¢ € I adelanta perfectamente las
jugadas de los otros participantes, s_; := (s;;j € I\ {i}), con el objetivo de maximizar la
funcién u’ escogiendo una estrategia en el conjunto I''(s_;) C S%. Esto es, el jugador i va

a escoger s' € argmarepi(s_,) u' (S, S—i).

DEFINICION 10. Un equilibrio para el juego social S(I, (u', S, T'%);c;) es dado por un vector
de estrategias 5 = (3%;i € I) tal que, para cadai € I, u*(3) > u'(s,5_;), Vs € I''(5_;), donde

5= (855 #1).

A continuacién probaremos un resultado de existencia de equilibrio para juegos sociales,

el cual es muy 1til para probar la existencia de equilibrio en modelos de equilibrio general.

TEOREMA DE EXISTENCIA DE EQUILIBRIO EN JUEGOS SOCIALES

Dado S(I, (u®, 8%, T%);cr), suponga que los espacios de estrategias {s'};c; son convexos,
compactos y diferentes de vacio. Ademds, asuma que las funciones objetivo {u'};c; son
continuas y cuasiconcavas en la propia estrategia. Si las correspondencias de estrategias
admisibles {I"*};c; son continuas y tienen valores compactos, convexos y diferentes de vacio,

entonces existe un equilibrio para S(I, (u’, S*, T%);c1).

DEMOSTRACION. Como el conjunto I es finito, sin pérdida de generalidad lo podemos
identificar con el conjunto {1,...,k}, para algin x € N. Ahora, para cada i € I, de-
fina la correspondencia ®° : [ SI — S via ®i(s_;) := argmazgeri(s_,) u'(s,s_;). Como
consecuencia del Teorema del Méximo de Berge sabemos que, para cada i € I, ®* es hemi-

continua superior y tiene valores compactos, convexos y diferentes de vacio. Por lo tanto,
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la correspondencia ® : [[7, S* — [[f, S definida por ®(s) = ®!(s_1) x --- x PF(s_,)
satisface las hipétesis del Teorema del Punto Fijo de Kakutani. Luego, existe 5 = (5%;i € I)

tal que 5 € ®(3), lo que concluye la demostracién. O

Una consecuencia directa del teorema anterior es la existencia, para todo juego finito,
de un equilibrio de Nash en estrategias mixtas. De hecho, al pasar de estrategias puras a
mixtas lo que hacemos es cambiar el conjunto de jugadas admisibles, originalmente finito,
por un conjunto de medidas de probabilidad, el cual es compacto, convexo y diferente de
vacio. Ademds, al trabajar con estrategias mixtas, la funcién objetivo de cada jugador es
una media ponderada de los payoffs que se recibian con las estrategias puras. Asi, estas

funciones objetivo son continuas y cuasicéncavas en la propia estrategia (mixta).

EJERCICIO (OLIGOPOLIO CON RESTRICCIONES DE CAPACIDAD)

Considere un mercado con n firmas, donde la cantidad ofertada por la industria es
limitada a un maximo de K > 0 unidades. Cada firma ¢ busca maximizar sus beneficios
F; : Ry xRy — R, los cuales dependen de la cantidad producida z; y de la cantidad total
ofertada por el resto de la industria ) z;.

J#i

Como la cantidad méxima ofertada no puede superar K unidades, la firma i se restringe

a escoger un nivel de produccion x; € !0, max {K - > xj, 0}] .
J#i
Si las funciones { F; };cq1,.. n} Son cuasicéncavas en la estrategia x; y continuas, demuestre

que existe un equilibrio de Nash en este mercado.



CAPITULO V
EQUILIBRIO WALRASIANO EN ECONOMIAS DE INTERCAMBIO

Considere una economia con m individuos y n mercancias. Los individuos tienen prefer-
encias racionales, continuas y convexas (es decir, representables por funciones de utilidad
continuas y cuasicéncavas). Las mercancias son perfectamente divisibles. Asuma que las
decisiones de cada individuo por separado no afectan los precios, los cuales se toman como
dados al momento de escoger las canastas de consumo. Asi, cada consumidor va a escoger
la mejor canasta de mercancias entre aquellas compatibles con su renta monetaria—la cual
viene dada por el valor de mercado de sus asignaciones iniciales. Por lo tanto, a precios
unitarios p = (p1,...,pn) € R%, el individuo i € {1,...,m} va a demandar una canasta

2 (p,p-w) € R?, llamada demanda Marshalliana, tal que

u'(z'(p,p-w')) > u'(x), para cada x € Rt:p-xz<p- w,
p-a'(pp-w') <p-uw

donde u' : R"} — R es su funcién de utilidad y w* € R’} su asignacién inicial de mercancias.

DEFINICION 11. Diremos que p € R} \ {0} es un precio de equilibrio si no existe exceso de

demanda en el mercado y los recursos no son destruidos. Esto es,

To'z (wi(ﬁ,f)- wi) — wi) =0.

=1
Un equilibrio Walrasiano, o equilibrio competitivo, es dado por un vector de precios de
equilibrio p € R’} junto con asignaciones de consumo 6ptimas 2'(p,p - w') para cada indi-

viduo i € {3,...,m}.

Para encontrar los equilibrios Walrasianos de una economia de intercambio es necesario:
(1) calcular las demandas Marshallianas de cada consumidor; y (2) encontrar precios que
hagan que la demanda agregada de la economia sea menor o igual a las asignaciones iniciales
agregadas (oferta de mercado).

Como los ingresos de cada consumidor son dados en términos reales, las demandas por

consumo son homogéneas de grado cero en precios. Asi, no hay pérdida de generalidad
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en normalizar los precios de las mercancias de tal forma que, para alguna canasta v =
(v1,...,0,) € REN\ {0}, Y0 piv; = 1.

Esto es, en equilibrio, sélo se determinan precios relativos. Las normalizaciones nos ayu-
daran a simplificar los cdlculos cuando busquemos una asignacién de equilibrio. Por ejemplo,
podriamos suponer que p; = 1 (esto es, fijar v = (1,0,...,0)), o bien que > . ; p; = 1,
fijando el vector v = (1,...,1).

EJEMPLO 1. Suponga que (m,n) = (2,2) y que los dos individuos tienen preferencias
idénticas y representables por una funcién de utilidad Coob-Douglas, u(z1,x2) = z1z9.
Si las asignaciones individuales son w! = (1,0) y w? = (0,1), entonces las demandas

Marshallianas a precios p = (p1,p2) > 0, donde p; + p2 = 1, son:
xl(p7p'w1) = <O757075pl> ; 1172(])7[)"[1)2) = (075])27075> .
P2 p1

Asi, p = (p1,P2) > 0 es un vector de precios de equilibrio si y solo si p; = py = 0.5.
Entonces, en equilibrio, las asignaciones éptimas son z!(p, p-w') = 22(p, p-w?) = (0, 5;0,5).
U

EJEMPLO 2. Suponga que (m,n) = (2,2) y que los individuos tienen preferencias repre-
sentables por las funciones de utilidad u'(z1,22) = x‘f‘x%_a y u?(x1,m2) = min{xq; 22},
donde o € (0,1). Si las asignaciones iniciales de mercancfas son dadas por w! = (0,1) y

w? = (1,0) entonces las demandas individuales a precios p = (p1, p2) > 0 son:

1 1 2 2
1 1 pb-w b-w 2 2 p-w pb-w
T \p,p-w = « 5 e ) T \p,p-w = ) .
( ) ( P1 ( ) P2 ) ( ) (pl +p2 M +p2>

Luego, normalizando la suma de los precios igual a uno, (p;,py) > 0 serd un equilibrio si
y solamente si a — (1 + a)p; + D3 = 0. Asf, p = (py,P2) = (a, 1 — ). Las asignaciones de
equilibrio (demandas Marshallianas) son z!(p,p-w!) = (1—a,1—a) y 2%(p, p-w?) = (o, @).
U

En los ejemplos anteriores existia un tnico equilibrio Walrasiano, lo cual no siempre es
verdad como mostraremos en el Ejemplo 3. Ademas, hasta ahora siempre restringimos
nuestra busqueda a precios de equilibrio estrictamente positivos. De hecho, si algtin precio
de equilibrio fuera cero, no existirian consumos éptimos para los individuos que tienen pref-

erencias estrictamente mondtonas. En el Ejemplo 4 mostramos que los precios de equilibrio
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pueden ser cero si los consumidores solo tienen preferencias localmente no-saciables.

EJEMPLO 3. Suponga que (m,n) = (2,2) y que los individuos tienen preferencias idénticas
y representables por una funcién de utilidad Leontief, w(z1,2z2) = min{zi;z2}. Si las
asignaciones individuales son w! = (1,0) y w? = (0, 1), entonces las demandas marshallianas
a precios p = (p1,p2) > 0, con p; + pa = 1, son dadas por z'(p,p - w') = (p1,p1) y
2?(p,p - w?) = (p2,p2)-

Asi, por construccién, cualquier vector p = (py,Py) > 0 tal que p; + P, = 1 es un precio

de equilibrio. Por lo tanto, existen infinitos precios e infinitas asignaciones de equilibrio. []

Hemos dado ejemplos donde la oferta se iguala a la demanda en equilibrio. Sin embargo,

esta propiedad no siempre se cumple.

EJEMPLO 4. Considere una economia con dos consumidores y dos mercancias. Los dos
individuos tienen las mismas preferencias, representadas por la funcién de utilidad Leontief
u(r1,z2) = min{z1;22}. Las asignaciones iniciales son w! = (0,1) y w? = (4,2).

En este caso, salvo normalizacién, existe un unico precio de equilibrio: p = (0,1). De
hecho, si los precios de equilibrio fueran estrictamente positivos, entonces los individuos
demandarian la misma cantidad de cada mercancia. Al agregar las demandas, existiria
exceso de oferta en el mercado de la primera mercancia—el mercado con mayor oferta agre-
gada. Como las preferencias son localmente no-saciables, concluiriamos que el precio de la
primera mercancia es cero (vea los comentarios después del Ejemplo 5). Una contradiccion.
Asi, quedan dos posibles candidatos a precios de equilibrio (salvo normalizacién) p = (0, 1)
y p = (1,0). Es facil verificar que solamente p es precio de equilibrio.

Asociado al tinico precio de equilibrio existirdn infinitos equilibrios Walrasianos. De
hecho, junto con P, las asignaciones (z';22) = ((v,1);(6,2)) constituyen un equilibrio Wal-
rasianosiy > 1,8 > 2y v+ 6 < 4. Cuando 7+ 9 < 4, en equilibrio existe exceso de oferta
de la primera mercancia. Note que la multiplicidad de equilibrios no tiene efectos reales
sobre los consumidores: independiente del equilibrio escogido, el nivel de utilidad de cada

consumidor es el mismo. O

EJjempLO 5. Diferente a lo que ocurre en los ejemplos anteriores, puede no existir un

equilibrio Walrasiano. Como ejemplo, considere una economia con dos consumidores y dos
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mercancias. Las funciones de utilidad son u!(z1,22) = /1 + 22 y u?(xy,x2) = x1. Las
asignaciones iniciales son w! = (0,1) y w? = (1,0).

Note que el individuo ¢ = 2 solo se interesa por el consumo del primer bien, del cual él
tiene como asignacion inicial toda la oferta que hay en la economia. Por lo tanto, en caso
que exista un equilibrio, i = 2 siempre va a consumir la canasta (1,0). Por otro lado, como
el individuo 7 = 1 tiene preferencias estrictamente mondtonas, solo precios estrictamente
positivos para ambas mercancias son compatibles con equilibrio (en otro caso, no existiria
un 6ptimo individual). Luego, el primer individuo tendria, en equilibrio, una renta estric-
tamente positiva, la cual él siempre utilizaria para demandar una cantidad estrictamente
positiva de la primera mercancia. Por lo tanto, en equilibrio existiria exceso de demanda

por la mercancia [ = 1. Una contradiccién. ([

Como hemos visto, dependiendo de las preferencias individuales y de las asignaciones
iniciales de mercancias, puede existir o no un equilibrio Walrasiano. Ademés, cuando
existe un equilibrio, este no necesariamente es tinico. Tampoco podemos garantizar que los
precios de equilibrio sean estrictamente positivos, ni que la oferta de mercancias se iguale
a la demanda agregada en todos los mercados.

En relaciéon a este dltimo punto, si los individuos tienen preferencias localmente no sacia-
bles, en equilibrio podra aparecer exceso de oferta solo para aquellas mercancias con precio
cero. De hecho, independiente del vector de precios, cada consumidor va a gastar toda su
renta. Asi, para cada p € R’ \ {0} tendremos que p- > ", (wi(p,p cw?) — wi) =0 (Ley de
Walras).

Como consecuencia de la Ley de Walras, en un equilibrio existird exceso de oferta por

la mercancia | € {1,...,n} solo si su precio es cero (como en el Ejemplo 4). En simbolos,
cuando los consumidores son localmente no saciadas, si p = (py,...,p,) denota un precio
de equilibrio, entonces para cada [ € {1,...,n} tenemos que,

m

Z(mf(ﬁ,ﬁ-wi)—wli) <0 = (p;=0).

i=1

Ahora, si existe al menos un individuo que tiene preferencias estrictamente mondétonas
por el consumo de la mercancia [, entonces en cualquier equilibrio Walrasiano el precio de
esta mercancia es estrictamente positivo. Por lo tanto, si para cada [ € {1,...,m} existe
un individuo con preferencias estrictamente mondétonas en el consumo de la mercancia [, en

equilibrio la oferta y la demanda se igualan en todos los mercados.® Monotonia estricta es

6Es suficiente tener un individuo con preferencias estrictamente mondtonas (vea los Ejemplos 1 y 2).
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solo una condicién suficiente para eliminar exceso de oferta, de hecho en el Ejemplo 3 los

agentes solo tenfan preferencias localmente no saciadas.

Otra propiedad interesante, la cual nos permite reducir los pasos para encontrar un

equilibrio, es la siguiente:

Si los individuos tienen preferencias localmente no-saciables y para un vector de precios
p € R, la oferta iguala a la demanda en m — 1 de los m mercados existentes, entonces p

es un precio de equilibrio.”

En particular, si todas las preferencias son localmente no-saciables y hay solo dos mer-
cancias en la economia, para encontrar un equilibrio es suficiente equilibrar la oferta y la

demanda en un mercado (vea los Ejemplos 1, 2 y 3).

Condiciones generales sobre las caracteristicas de la economia para garantizar la existen-

cia de equilibrio son dadas por el siguiente resultado:

TEOREMA (EXISTENCIA DE EQUILIBRIO WALRASIANO)

Considere una economia de intercambio con m consumidores y n mercancias. Suponga
que las mercancias son perfectamente divisibles y que las preferencias de cada individuo
son localmente no saciadas y representables por una funcién de utilidad u’ : RY — R
continua y fuertemente cuasicéncava. Ademds, asuma que » .°; w' > 0, donde w' € R7
es la asignacién inicial de recursos del individuo ¢ € {1,...,m}. Si alguna de las siguientes

condiciones es satisfecha,

(a) Las asignaciones iniciales w’ > 0, para todo i € {1,...,n}.

(b) Cada individuo tiene preferencias estrictamente monoténas.

entonces existe un equilibrio Walrasiano.

DEMOSTRACION. (a) Defina los conjuntos K = {z € R} : 2y <237, w}, VI € {1,...,n}}
y A:={z € R} : 3",z = 1}. Considere un juego generalizado entre los consumidores
y un jugador abstracto. Cada consumidor ¢ toma los precios de las mercancias como
dados, p € A, y maximiza su utilidad u’(x) escogiendo canastas x € Bi(p,K) := {z €

K :p-x < p-w'}. El jugador abstracto toma las demandas de los individuos como

"Pruebe esta propiedad utilizando la Ley de Walras.
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dadas, (z°(p))1<i<m € K™, y escoge precios p € A de tal forma de maximizar la funcién
Py (2'(p) — wi(p)).

Note que el conjunto A es compacto, convexo y diferente de vacio. Asi, la correspon-
dencia de estrategias admisibles del jugador abstracto es continua y tiene valores com-
pactos, convexos y diferentes de vacio. Por otro lado, como el conjunto K es compacto,
convexo y diferente de vacio, la correspondencia de estrategias admisibles de cada consum-
idor i € {1,...,m} es continua y tiene valores compactos, convexos y diferentes de vacio
(verifique estas propiedades detalladamente utilizando la Proposicién 8—mnote que es fun-
damental la hipdtesis (a) para garantizar la hemicontinuidad inferior de la correspondencia
B(+, K)). Por lo tanto, como las funciones objetivo de todos los jugadores son continuas y
cuasiconcavas en la propia estrategia, el Teorema de Existencia de Equilibrio en un Juego

Social nos garantiza que existe un vector (ﬁ; (Ei)ie{l,.“,m}) € A x K™ tal que,

T c argmaxmeBi(ﬁ K) u'(x), Vie{l,...,m},
p-Z(Ei—wi) < Zw—w Vp € A.
i=1 i—1

Ahora, como # € B'(p,K), Vi € {1,...,m}, sigue que p - > (f’ — wi) < 0. Por
lo tanto, para cada p € A, p- Y., (z" —w’) < 0. En particular, }1", (z" — w’) < 0.
Asi, para probar que (p, (7" )ze{l }) € A x K™ es un equilibrio Walrasiano es suficiente

mostrar que, para cada consumidor i,
u'(T') > u'(z), Vo € B'(p) :i={z e R} :p-z < p-w'}.

Suponga, por contradiccién, que existe un consumidor ¢ € {1,...,m} tal que, para al-
guna canasta y € B(p), u'(y) > u’(Z'). Como Z' estd en el interior del conjunto K,
sabemos que existe A € (0,1) tal que 2, := A\=° + (1 — \)y € B (p, K). La cuasiconcavidad

fuerte de u’ implica que u(zy) > u*(Z), lo cual contradice la optimalidad de Z° en B*(p, K).

(b) Es posible que para algunos consumidores las asignaciones iniciales no estén en el interior
de R’}. Asi, vamos a definir para cada 7' € N una nueva economia, ET, con las mismas
caracteristicas de la economia original excepto por las asignaciones iniciales, las cuales son
dadas por whT = w' + % S wk vie {1,...,m}.

Para cada T € N, el vector (wi’T)iE{lw,m} € R} ,. Por lo tanto, existe un equilibrio
Walrasiano (ﬁT; (fi’T)ie{l,...,m}) e AxK™deET. Como A x K™ es compacto, la secuencia

de equilibrios (ﬁT' (@1),e {1, m}) va a tener una subsecuencia convergente. Vamos a

TeN
denotar por (p, (7' )16{1 }) el limite de esta subsecuencia.
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Como para cada T € N, 31, (207 — whT) < 0, sigue que 37, (' — w') < 0. Asi,
para obtener el resultado es suficiente probar que, para cada i € {1,...,m}, la canasta T*

maximiza u’ en B*(p). Esto es,
Vie{l,...,m}: u'(z) >u'(T') =p-2>p w'

Suponga que, para algin consumidor 4, existe una canasta x € R”} tal que ul(z) > u'(T).
Entonces, por la continuidad de la funcién u’ sabemos que existe T € N tal que u’(x) >
u'(z5T), VT > T. Luego, p -z > p? -w>T, YT > T. Haciendo el limite cuando 7' va para

infinito obtenemos que p -z > p - w'. Esto es,
Vie{l,...,m}: u'(z) >u'(T) =p-x>p w.

Finalmente, como ) " , w® > 0, existe por lo menos un consumidor 7o tal que p-w® > 0.
Suponga que existe x € R tal que u(z) > uo(Ty,). Sip-x = p-w?®, por la con-
tinuidad de u’ sabemos que existe § € (0,1) tal que u®(fx) > u’(%;,) y, por lo tanto,
p-(0x) >p-w® =p -z >0, una contradiccién. Esto es, T es una canasta éptima para
el consumidor ig a precios p. Como i tiene preferencias estrictamente mondtonas, sigue
que p > 0, lo que implica que p - w* > 0, Vi{l,...,m}. Por lo tanto, para finalizar la
demostracién es suficiente repetir los argumentos hechos para el consumidor ig para cada
individuo 7 € {1,...,m}. O

Note que las condiciones (a) y (b) son requerimientos suficientes para la existencia de
equilibrio. Esto es, cuando la economia no satisface ninguna de las dos condiciones, puede

o0 no existir un equilibrio Walrasiano (revise los Ejemplos 4 y 5).

ANALISIS GRAFICO DE EQUILIBRIO: LA CAJA DE EDGEWORTH

Cuando existen solo dos individuos y dos mercancias, el andlisis de equilibrio general
puede ser hecho de forma gréfica, utilizando la Caja de Edgeworth.

Esta “caja” es un rectdngulo cuyo largo es igual a la oferta agregada del primer bien
y cuya altura es igual a la oferta agregada del segundo bien. Esto es, si las asignaciones
iniciales de cada individuo son w! = (wi, wd) y w? = (w?, w3) entonces la caja de Edgeworth
es un rectdngulo de Wy := (wi + wf) por Wy := (wl + w3).

Ahora, todo punto de la caja de Edgeworth va a representar un par de canastas de
consumo, una para cada consumidor. Esto es, el punto (z1,z2), donde z; € [0, w% + w%] y
Ty € [0, wl 4+ w3] representa el par de canastas (z1,z2) y (W — 21, Wa — x2). La primera

se la asignaremos al individuo ¢ = 1 y la otra al consumidor ¢ = 2. Dicho de otra forma,
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dado cualquier punto en la caja de Edgeworth, el individuo ¢ = 1 mide su asignacion de
mercancias desde la esquina inferior izquierda hacia el interior de la caja, mientras que el
individuo ¢ = 2 lo hace desde la esquina superior derecha hacia el interior de la caja. Por lo
tanto, cada punto en la caja de Edgeworth es una posible distribucion de los recursos de la
economia entre los dos individuos. En particular, las asignaciones iniciales de los individuos
determinan un punto en la caja.

Si los individuos tienen utilidades estrictamente mondtonas entonces, mientras mas ale-
jado este un punto en la caja de Edgeworth de la esquina inferior izquierda, mayor va a ser
la utilidad del consumidor ¢ = 1. El consumidor ¢ = 2 tendra mayor utilidad en aquellos
puntos que estdn mas cerca de la esquina inferior izquierda.

A continuacion, graficamos la caja de Edgeworth para la economia del Ejemplo 2 con

a = 0,7. Note la direccion en la que aumentan las curvas de indiferencia de cada individuo.

w=(I013:01,0)

Y

bien |=2

bien =1

Por construccidn, si fijamos un vector de precios para las mercancias p = (p1,p2), las rectas
presupuestarias de los individuos ocupan el mismo lugar geométrico dentro de la caja de
Edgeworth. Por ejemplo, en la siguiente figura se disenan las rectas presupuestarias, y los

6ptimos individuales, para la economia del Ejemplo 2 con a« = 0,4y p = (1,2).
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/P=[12]

bien 1=2

biet 11

Vamos a tener un equilibrio a precios (p1, p2) siy solo si la asignacién éptima del individuo
1 = 1 estd en la region sombreada de la Figura 2. En el caso particular que al menos una
preferencia es estrictamente mondtona, tendremos un equilibrio solo cuando las asignaciones
individuales 6ptimas puedan ser representadas por el mismo punto en la caja de Edgeworth.
Asi, como ya lo sabiamos, para la economia del Ejemplo 2, p = (1,2) no es un equilibrio
cuando a = 0, 4.

La préoxima figura muestra la caja de Edgeworth y la asignacién de equlibrio para la

economia descrita en el Ejemplo 2 con a = 0, 4.

=10,405)
;l’

bien 1=2

biet 11
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EJERCICIOS

(1) Considere una economia de intercambio estética con n individuos y m mercancias,
donde los individuos tienen asignaciones iniciales interiores (cantidades positivas de todas
las mercancias). Suponga que cada individuo debe consumir, al menos, la mitad de su

asignacién inicial de recursos.

(i) Escriba el problema de cada consumidor y defina equilibrio.

(ii) Normalizando los precios de las mercancias en el simplex, muestre que la corresponden-
cia de asignaciones presupuestariamente factibles tiene grafico cerrado.

(iii) Haga las hipdtesis necesarias sobre las caracteristicas de la economia y demuestre la

existencia de un equilibrio competitivo.

(2) Analice los Ejemplos 1, 3, 4 y 5 utilizando la caja de Edgeworth.

(3) Considere una economia de intercambio estética con 2n + 1 consumidores. Existen dos
mercancias indivisibles, zapatos derechos (D) y zapatos izquierdos (I). Cada consumidor
tiene un zapato y existen n + 1 zapatos derechos. Todos los individuos tienen la misma
funcién de utilidad «(I, D) = min{I, D}. Encuentre los equilibrios Walrasianos de esta

economia.

(4) Considere una economia de intercambio con dos individuos y dos mercancias. El in-
dividuo 1 tiene una funcién de utilidad wi(z11;212) = VZ11 + /T2 ¥ su asignacién
inicial de recursos es w! = (2,0). La funcién de utilidad del individuo 2 es u?(x21;722) =
min{2zy 1; 222} y sus asignaciones iniciales son w? = (2,4).

Los espacios de consumo de cada individuo son X; = Xy = [0,10] x [0, 10]. Normalice

los precios de tal forma que p1 + po = 1.

(i) Muestre que, en p = (0,1) la correspondencia presupuestaria del individuo 1 no es
continua y su demanda no es hemicontinua superior.

(ii) ;Existe un equilibrio Walrasiano para esta economia?

(iii) ;Cambia la respuesta del item anterior si u2(a:271; To2) = X227

(iv) {Cambia la respuesta en (ii) si u2($271; xo2) =x22y X1 = X2 =1[0,4] x [0,4]?
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EJERCICIOS AVANZADOS

EQUuUILIBRIO CON IMPUESTOS AL CONSUMO

Considere una economia estatica con m consumidores y n mercancias. Cada consum-
idor 4 tiene asignaciones iniciales w' € R’ .. Ademds, las preferencias de cada consumi-
dor son representables por funciénes de utilidad continuas, estrictamente cuasiconcavas y
estrictamente crecientes.

A diferencia del modelo clasico, asuma que los individuos pagan un impuesto al consumo,

el cual es dado por tasas exdgenas (A1,...,A\,) > 0 de tal forma que, dados precios p =
(p1,--.,pn) € R} para las mercancias, cada agente i € {1,...,m} puede demandar las
canastas x = (21,...,%,) € R tales que

n

.S
Z(l + )iz <prw' 4 —,
m
=1
donde s > 0 representa la recaudacién fiscal, la cual se divide equitativamente entre los
agentes. Note que, ademds de tomar los precios como dados, los consumidores adelan-
tan perfectamente la recaudacién fiscal (parte de la cual se agrega a su renta monetaria).

Pruebe la existencia de equilibrio.

OBSERVACION. Si va a utilizar un juego generalizado, le recomendamos agregar un jugador
abstracto que, dadas las demandas por consumo, escoje la variable s, en un conjunto ade-

cuado, de tal forma de minimizar la funcién — (s — > 7" >, Npia)?

EQUILIBRIO CON IMPUESTOS A LA RENTA

Considere una economia Walrasiana de intercambio con N consumidores y L mercancias.
A diferencia de la situacién clésica, existe un impuesto a la renta progresivo en esta
economia. Asi, todos los consumidores que tienen una renta superior a la media de la
economia contribuyen a un fondo comun, entregando la mitad del excedente de su renta
por sobre la renta media del mercado. Los recursos de este fondo se distribuyen entre los
individuos que tiene rentas inferiores a la renta media. Las transferencias de recursos hacia
los individuos son proporcionales a la diferencia entre sus rentas y la media de ingresos en

la economia.

(i) Suponga que N = L = 2 y que la renta de cada individuo es dada por el valor de

mercado de su canasta de recursos iniciales, con w! = (1,2) y w? = (2,1). Encuentre la
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riqueza inicial de cada individuo después de impuestos, como funcién de los precios unitarios

de las mercancias.

(ii) Considere el caso general, donde las asignaciones iniciales de mercancias son dadas por
vectores w' € RQ +- Dado un precio p € Ri \ {0}, denote por m(p) la renta monetéria
media de la economia. Muestre que la renta neta (después de impuestos) del individuo
i€ {l,...,N} es dada por,

m'(p) = min {p . wi,m(p)} + %max {p cwt = m(p),O} + Tlép) imax {p - m(p),()} ,

donde T;(p) es la proporcién de los recursos (impuestos) que el individuo ¢ recibe. Esto es,
si N*(p) es el conjunto de consumidores que a precios p tienen una renta monetdria menor
que la renta media de la economia y n*(p) denota el nimero de elementos del conjunto
N*(p),

max {m(p) —p-wt, 0}
n*(p) m(p) — ZjEN*(p)p ~wd

(iii) Muestre que la funcién m’ : RL , \ {0} — R es estrictamente positiva y continua.

Ti(p) =

Suponga que cada uno de los N consumidores es caracterizado por una asignacion inicial
de recursos w' € Ri 4 y por una funcién de utilidad ut Ri — R, continua, estrictamente
concava y estrictamente creciente.

Sea A = {p = (p1,...,p1) € RL : Zlepl =1}y B* : A - R la correspondencia
que asocia a cada p € A el conjunto de canastas x € Ri que satisfacen las restricciones:
pra<mi(p) 0<z <20 W,

(iv) Muestre que para cada i € {1,..., N}, la correspondencia B’ es continua y tiene valores

compactos, convexos y diferentes de vacio.

(v) Muestre que siempre existe al menos un equilibrio Walrasiano en la economia.

MERCADOS FINANCIEROS COMPLETOS

Considere una economia dindmica con dos periodos y sin incertidumbre. Hay dos con-
sumidores y una unica mercancia (perfectamente divisible y no almacenable), la cual puede
ser demandada en cada periodo t € {0,1} a un precio unitario p; > 0. Cada consumidor
i € {1,2} tiene asignaciones iniciales (w, w}) € R2 \ {0}, con S22 wh >0y Y2 wh > 0.
Las preferencias de cada consumidor son representables por funciones de utilidad contin-
uas, estrictamente cuasicéncavas y estrictamente crecientes. Suponga que en t = 0, ademas

de demandar la mercancia, cada consumidor puede negociar un activo que tiene un precio
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unitario ¢ > 0y genera el derecho de recibir (o bien, la obligacién de pagar) R > 0 unidades
de la mercancia en ¢ = 1. En estas condiciones, demuestre la existencia de un equilibrio

competitivo.

MERCADOS FINANCIEROS INCOMPLETOS

Considere una economia £ con dos periodos, denotados por t € {0, 1}, e incertidumbre
solo en el periodo t = 1, donde existen S estados de la naturaleza que se pueden realizar.
Hay m individuos y una tinica mercancia (perfectamente divisible y no almacenable) la cual
puede ser demandada para consumo en ambos periodos. Denotaremos por pg > 0 el precio
de la mercancia en ¢t = 0. Sin pérdida de generalidad, supondremos que en cada estado de
la naturaleza s € S := {1,...,S} el precio de la mercancia es igual a uno.

Los individuos saben que se realizard uno y sélo uno de los estados de la naturaleza del
conjunto S, pero no tienen informacién suficiente para saber cual de ellos sera. Por esta
razon, ademds de demandar la mercancia para su consumo en t = 0, cada individuo hara
planes de consumo contingente a cada estado de la naturaleza que se pueda realizar en
t = 1. Supondremos que cada i € Z := {1,...,m} conoce la cantidad de mercancia que
tendrd en ¢ = 0 y en cada estado futuro (caso este se realice). Esto es, conoce su asignacién
inicial de recursos w' = (wé, wi, . ,wg) € Riil. Ademids, cada individuo ¢ € 7 le asigna
una probabilidad de realizacion a cada estado de la naturaleza s € S. Esto es, basado en
su experiencia, el individuo ¢ cree que el estado de la naturaleza s € S se realizara con una
probabilidad 7% > 0, donde >, g7 = 1.

Cuando un individuo 7 € 7 decide consumir una cantidad x de la mercancia en el periodo
t =0, o en un estado de la naturaleza s € S, él recibe una utilidad instantdnea u‘(z), donde
u' : Ry — R, en una funcién continua, estrictamente cuasicéncava y estrictamente cre-
ciente. Asi, la utilidad que recibe el agente 7 al demandar un plan de consumo (:cé, (xh) 363)
es U (ah, (@)ses) = ui(ah) + T pes (0.

Suponga que en t = 0, ademas de demandar la mercancia para consumo inmediato, cada
individuo puede transferir renta al comprar (resp. vender) un activo, el cual tiene un precio
unitario ¢ > 0, generando el derecho (resp. la obligacién) de recibir (resp. pagar) Rs > 0
unidades de mercancia en cada estado s € {1,...,S}, donde (Rs)ses # 0.

Dados precios (po, q) € R?, diremos que un plan de consumo (xé, (2) 863) es presupues-

tariamente factible para el individuo ¢ a precios (pp, q) si, para algin z € R (llamado de
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portafolio financiero), las siguientes restricciones son satisfechas:

poTh +qz < powd;

%
s

(xé)a (xi)SGS) > 0.

T wi—kRsz, Vs € S;

IN

Un equilibrio competitivo de la economia & es dado por un vector de precios (py,q) junto

con planes de consumo (Z{, (T%) 565)2. ¢z tales que:

(i) Para cada i € Z, (T}, (T.)ses) es presupuestariamente factible a precios (py,q).
ii) Para cada i € 7, y para todo plan de consumo (x4, (z')scs) presupuestariamente
0 s
factible a precios (py,q), U® (ff), (Té)ses) > Ut (:vé, (xé)se‘g) )

(iii) La oferta se iguala a la demanda,

Z(Eg—wé) =0, Vse{0}US.
1€l

El objetivo de este ejercicio es estudiar la existencia de equilibrio en la economia con
mercados incompletos. Asi, basado en la descripcion de la economia £ y considerando las

hipétesis subyacentes, muestre que:

(1) En todo equilibrio competitivo de £, G >0y > .1 Z' =0, donde Z' denota el portafolio

financiero de equilibrio del individuo 7.

(2) Ezisten cotas superiores e inferiores para los portafolios financieros de equilibrio, las
cuales no dependen de los individuos ni del equilibrio escogido. FEsto es, demuestre que
existe A € Ry tal que, independiente del equilibrio (caso exista mds de uno) los portafolios

financieros, (Z%);ez, satisfacen —A < 7' < A, Vi € T.

(3) Sea A = {(po,q) € Ri cpo+q=1yy B : A —» Riﬂ x R una correspondencia

que asocia a cada vector de precios (po,q) € A el conjunto de planes [(zo, (xs)ses); 2] que

satisfacen
PoTh+qz < powp;
i < wl+ Rez, VsES;
($7(:)a (xi)SES) Z 0
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Suponga que las correspondencias (B");cz tienen grdfico cerrado y son hemicontinuas infe-

riores. Demuestre que siempre existe un equilibrio competitivo para &.

MERCADOS INCOMPLETOS E INFORMACION DIFERENCIADA

Considere una economia £ con dos periodos, denotados por t € {0, 1}, e incertidumbre
sélo en t = 1, donde un estado de la naturaleza s € {1, 2,3} se realiza. Hay dos individuos
y una unica mercancia (perfectamente divisible y no almacenable) la cual puede ser deman-
dada para consumo en ambos periodos. Denotamos por py > 0 el precio de la mercancia
ent = 0. En cada estado s € {1,2,3} normalizamos el precio unitario de la mercancia
haciéndolo igual a uno. Por conveniencia de notaciéon, s = 0 denota el tinico estado de la
naturaleza en t = 0.

Los individuos saben que en ¢t = 1 se realizard uno y sélo uno de los estados de la
naturaleza, pero no tienen informacién suficiente para saber cual de ellos serd. Por esta
razon, ademas de demandar la mercancia en t = 0, haran planes de consumo contingente.
Cuando un individuo i € {1,2} decide consumir una cantidad z% > 0 de la mercancia
en el estado de la naturaleza s € {0,1,2,3}, sabe que recibird una utilidad instantanea
u'(z) = In(z + 1).

Ambos individuos descuentan el futuro a una tasa 5 € (0,1) y cada i € {1,2} le asigna
una probabilidad de realizacién a cada s € {1,2,3}. Esto es, basado en su experiencia, el
individuo 4 cree que el estado s € {1,2,3} se realizard con una probabilidad 72 > 0, donde
Zi:l T = 1.

Por lo tanto, la utilidad que recibe i € {1,2} al demandar un plan de consumo no-negativo
(2h, (x1)seq1,2,3) viene dada por, U’ (zf, (2)seq1,2,31) = In(1+zh) + B ser123) 7t In(1+
xt). Cada individuo ¢ € {1,2} tiene una asignacion inicial de recursos (contingente a los
estados de la naturaleza) w' = (wj, wi, wh, wi) € RY .

La informacién sobre la realizacion de los estados de la naturaleza es diferenciada. Esto
es, el individuo ¢ = 1 observa la realizacion del estado de la naturaleza, mientras que el
individuo 7 = 2 no distingue entre los estados {1,2}. Para que esto haga sentido, suponemos
que w% = w%. En otro caso, ¢ = 2 podria distinguir entre los dos estados al observar los
recursos que recibe.

Hay mercados financieros reales e incompletos: en el primer periodo, ademés de deman-

dar la mercancia para consumo inmediato, cada individuo puede transferir renta al comprar
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(vender) un activo, el cual tiene un precio unitario ¢ > 0, generando el derecho (la obli-
gacion) de recibir (pagar) Rs > 0 unidades de la mercancia en cada estado s € {1,2,3}.
Asumiremos que (R1, Ro, R3) # 0y R = Rs.

Dados precios (po, q) € Ri, diremos que un plan de consumo (x%), (:1;2)86{1’273}) junto con
una posicién financiera z* son presupuestariamente factibles para el individuo ¢ a precios

0,q) si las siguientes restricciones son satisfechas:
Pbo,q g
pozh +qz' < powp;
‘ w! + Ryz', Vs e {1,2,3);

L

(1’67 (xé)se{1,2,3}) > 0.

IN

Un equilibrio competitivo de la economia & es dado por un vector de precios (g, g) junto

con planes de consumo y posiciones financieras ((wo, (zh) se{1,2 3}) tales que:

)i6{1,2} ’

(i) Paracada individuoi € {1,2}, (%, (%.)seq1,2,3}) » Z') €s presupuestariamente factible
a precios (i, 7).

(ii) Para cada i € {1,2}, y para todo plan de consumo (zf, (%) s€{1,2,3}) Dresupuestari-

amente factible a precios (py,q), U* (950,( )se{1,2,3}) U (9007( 5)56{1,2,3})-
0,

(ili) La oferta se iguala a la demanda, 3 ;e o (Tt —wi) = Vs €{0,1,2,3}.

Demuestre las siguientes afirmaciones:

(1) En equilibrio, las restricciones presupuestarias se cumplen con igualdad.
(2) En equilibrio, ¢ > 0 y z' + 22 = 0.

(3) Si Ry # Ra, los individuos observan la incertidumbre.

(4) Eziste M > 0 tal que, si (T), (T.)se(1,2,3}) satisface la condicion (iii) de la definicion
de equilibrio, entonces T. € [0, M), para cada (i,s) € {1,2} x {0,1,2,3}.

(5) Existe a > 0 (que depende de M ) tal que, en cualquier equilibrio

[@Oa@v((%’@i)se{l 3}) % )16{12}:|

tenemos que Z' € (—a, ), para cada i € {1,2}.

Sea A = {(po,q) ER% :po+q =1}y K = [0, M] x [—a, . Para cada i € {1,2}, considere
la correspondencia B’ : A — K que asocia a cada vector (pg,q) € A el conjunto de planes

(9:6, zi) € K que satisfacen la restriccion po:z:g + g2t < powé.
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(6) Para cada i € {1,2}, la correspondencia B® tiene grdfico cerrado y valores compactos,

convezxos y diferentes de vacio.
(7) Para cada i € {1,2}, la correspondencia B es continua.
(8) Para cada i € {1,2}, la correspondencia I'' : A — K definida por
[ (po, q) = Argmaz g .iyepi(py.q) U' (20, (Wi + Rsz')seq1 2.3))
es univaluada y continua.

(9) La correspondencia Q : K2 — A definida por
Q (20, 2")ieq1,2y) = Argmazy, gea Po Z (zh —wh) +q Z 2
ie{1,2} ie{1,2}
es hemicontinua superior y tiene valores compactos, convexos y diferentes de vacio.
(10) ¥ : K2 x A — K? x A, que asocia a cada ((xf, 2")icq12), (P0, ) € K* x A el conjunto
I'(po, q) x T%(po, q) x Q ((CL‘%, zi)ie{l’Q}), es hemicontinua superior con valores compactos,

convexos y diferentes de vacio.

(11) La correspondencia ¥ tiene al menos un punto fijo.

(12) Dado un punto fijo ((36,2")1»6{172}, (po,q)) € K2 x A de la correspondencia ¥, tenemos

que

> (@ - wjF) =0

ie{1,2}

(13) Dado un punto fijo ((ff’),?")ie{m}, (ﬁo,q)) € K? x A de la correspondencia ¥, para
cada s € {1,2,3}, sea T, = w’ + Rsz', donde i € {1,2}. Entonces,

[(5016)7 ((37(1)7 (Ti)86{1,273}) >zi)i€{1’2}:| )
es un equilibrio de la economia E.

(14) Suponga que los individuos descuentan el futuro de forma heterogénea (esto es, utilizan

“B” diferentes). Pregunta: Aun existe equilibrio en la economia?






CAPITULO VI
EFICIENCIA DE PARETO Y TEOREMAS DE BIENESTAR SOCIAL

Considere una economia con m consumidores y n mercancias. Al igual que en las sec-
ciones previas, las mercancias son perfectamente divisibles y los individuos tienen pref-
erencias representables por funciones de utilidad continuas y cuasicéncavas, (u’ : R} —

? n
R)ie{l,...,m}' La oferta agregada de recursos en la economia es dada por un vector W € R’} .
En este contexto, llamaremos distribucion de recursos a cualquier familia de asignaciones

individuales (z%);c {1,...m}» donde el consumidor i recibe z' e RY.

DEFINICION 12. Una distribucién de recursos (:U")Z-G{L.“’m} es factible si las asignaciones
individuales son compatibles con la oferta del mercado, > ;" ' < W. Una asignacién
(xi)ie{l,...,m} es Pareto eficiente si es factible y no existe otra distribucién de recursos
factible, (yi)i6{17._.7m} tal que u'(y’) > u'(x') para cada individuo i, con desigualdad es-

tricta para al menos uno de ellos.

Dicho de otra forma, una distribucién de recursos es Pareto eficiente si es compatible con
la oferta del mercado y nadie puede mejorar su situacién, através de una redistribucién de
las mercancias, sin perjudicar a otro individuo.

Pareto eficiencia es un criterio de eficiencia distributiva que no depende de las asig-
naciones iniciales de recursos de cada individuo y que nada tiene que ver con justicia o
equidad. De hecho, asignarle todos los recursos de la economia a un tunico individuo es
siempre Pareto eficiente, a pesar de injusto (segin muchas perspectivas) y altamente poco
equitativo.

Sin embargo, la propiedad de Pareto eficiencia es lo minimo que deberfamos pedirle a
un planificador central que, teniendo informacién completa sobre las caracteristicas de los
diferentes consumidores, busca distribuirles los recursos existentes de una forma central-

izada y “justa”.

Note que una asignacién (7');c(1,....m) es Pareto eficiente si y solo si, para cada individuo

i€ {l,...,m}, la asignacién T' es una solucién del problema

max u'(y")
(yj)je{l,...,m} € (Ri)m uj(yj) > uj(fj)a Vj 7&1
Zj yj <w
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Como consecuencia, si la asignacién Pareto eficiente es interior y las utilidades de los
individuos son diferenciables entonces las tasas marginales de sustitucion de los individuos

entre cualquier par de mercancias deben coincidir. Esto es,

ou’ (Tl) o’ (f‘])

: = Vi, 5, k, L.
ut . p) NE yJy vy
azl (7) 0% (z7)

Asi, cuando los individuos tengan preferencias estrictamente monétonas y (m,n) = (2, 2),

podremos encontrar las asignaciones Pareto eficientes interiores, (Z!,72), al resolver la

ecuacion: ) ,
de@)  Gew -z
1, - 2 . °
fm@) W)

El conjunto de todas las asignaciones Pareto eficientes en una economia con (m,n) =

(2,2) es llamado de curva de contrato.

EJEMPLO 6. En el contexto de la economia del Ejemplo 1, afirmamos que ((1,1);(0,0)) y
((0,0); (1,1)) son asignaciones Pareto eficientes.
Como los dos individuos tienen las mismas preferencias, para encontrar las distribuciones
de recursos Pareto eficientes e interiores es suficiente resolver:
g @ T) g (L) — (7,7)))
ge@w) (1) - (@ 3)

donde u(x1,22) = z172. Esto es, queremos encontrar los puntos (Z1,73) tal que,

Ty 1-75
7l 1-7
Concluimos que la curva de contrato es el lugar geométrico, dentro la caja de Edgeworth,

constituido por las asignaciones ((o, a); (1 —a,1 — )), donde « € [0, 1]. O

Note que las asignaciones individuales de equilibrio de la economia del Ejemplo 1 con-

stituyen una distribucién de recursos Pareto eficiente.

EQUILIBRIO WALRASIANO Y PARETO EFICIENCIA
El mecanismo distributivo descentralizado de una economia Walrasiana de intercambio
nos lleva a asignaciones de recursos Pareto eficientes.® Esto es, el mecanismo de mercado
8Recuerde que estamos asumiendo que no existe ningin tipo de imperfeccién de mercado. Por ejemplo, el equilibrio

Walrasiano puede dejar de ser Pareto eficiente en economias donde los individuos tienen costos de transaccién o no

tienen acceso a todos los mercados de intercambio.
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Walrasiano satisface condiciones minimas de eficiencia distributiva.

PRIMER TEOREMA DEL BIENESTAR SOCIAL

Considere una economia de intercambio con m consumidores y n mercancias. Suponga que
las mercancias son perfectamente divisibles y que las preferencias de cada individuo son
racionales, continuas, convexas y localmente no-saciables. Ademds, asuma que » ;" w' >

0, donde w'® € R" es la asignacién inicial de recursos del individuo i € {1,...,m}. Entonces,
(7; (T )16{1 ,m}) equilibrio Walrasiano] = [(fi)ie{l,...,m} Pareto eficiente]

DEMOSTRACION. Sean (u i)ie{l my funciones de utilidad que representan las preferencias.
Suponga que (T');e(1,..m} 1O es Pareto eficiente. Entonces, existe (y');eq1,....m} factible, tal
que u'(y') > u'(7") para cada i € {1,...,m}, con por lo menos una de las desigualdades
estricta. Caso no todas las desigualdades sean estrictas, sin perdida de generalidad, va a
existir k € {1,...,m—1} tal que u’(y%) > u!(z%), paratodo i € {1,...,k}, y u'(y’) = u*(T"),
para todo consumidor i € {k+1,...,m}. Como las preferencias son localmente no-saciables
y continuas siempre existen vectores {vpy1,..., v, } tales que: (i) u’ <y’ -7 > ikt vj> >
u'(Th), Vi € {1,...,k}; (ii) v'(y' + o) > ui(7), Vi € {k +1,...,m}. Esto es, podemos
encontrar otra asignacién factible en que todos los consumidores mejoran su situacion.

Por lo tanto, si (Z* ),e{l m} 10 es Pareto eficiente, entonces existe (g ),e{l .m} factible,
tal que u'(§') > u'(z"), Vi € {1,...,m}. Por lo tanto, dada la optimalidad de las canastas
(ﬁ)i€{17...’m}, tenemos que p-§* > p-w', Vi € {1,...,m}. Luego,

m m m
A Z >p- Z 7

i=1 i=1 =1

donde la udltima desigualdad es una consecuencia de la factibilidad de (gji)ie{l,,_.jm}. Lleg-

amos asi a una contradiccién. O

EjempPLO 7. Considere la economia de los Ejemplos 1 y 6, pero asuma que los individuos
tienen asignaciones iniciales w' = (0,7;0,4) y w? = (0,3;0,6). Entonces, sigue del Primer
Teorema del Bienestar Social que, si existe un equilibrio Walrasiano las asignaciones in-
dividuales tienen que ser Pareto eficientes. Esto es, en caso de existir un equilibrio, las
asignaciones tienen la forma ((o, @); (1 —«,1 —«)), donde « € [0, 1]. Normalice la suma de
los precios igual a uno. Entonces, monotonia estricta de las preferencias junto con factibil-
idad presupuestaria de la asignaciéon del individuo ¢ = 1 implica que o = 0,4 + 0, 3p;.

Ademsds, las tasas marginales de sustitucion tiene que ser iguales a la tasas de sustitucién
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de mercado. Esto es, 1 = %' Concluimos que los precios de equilibrio son p = (0,5;0,5) y
las asignaciones éptimas ((0, 55;0, 55); (0,45,;0,45)). O

Finalmente, es natural preguntarse si las distribuciones de recursos Pareto eficientes
pueden implementarse con un mecanismo descentralizado de mercado, por ejemplo, con el
mecanismo Walrasiano.

Fije una economia con m agentes y n bienes, donde cada individuo ¢ tiene una asignacion
inicial de recursos w’. Nos interesa saber si, dada una asignacién Pareto eficiente, existen
precios que hacen de ella un equilibrio Walrasiano.

La respuesta es inmediata: No. Por ejemplo, considere la economia del Ejemplo 1.
La asignacién ((0,3;0,3);(0,7;0,7)) es Pareto eficiente, mientras la tnica asignacién de
equilibrio Walrasiano es ((0,5;0,5);(0,5;0,5)). El punto fundamental es que la pregunta
no esta bien planteada, pues existen en general infinitas asignaciones Pareto eficientes,
incluso en modelos donde el equilibrio Walrasiano es inico.

Por lo tanto, seria mas prudente preguntarnos si existe algin mecanismo que permite
modificar la economia para garantizar que el equilibrio Walrasiano coincide con la asig-
nacién Pareto eficiente pre-fijada. En este caso, la respuesta es afirmativa, y el mecanismo
que permite modificar la economia, hasta implementar la asignacion Pareto eficiente como

un equilibrio, es la trasferencia de renta entre los individuos.

Concentraremos nuestra atencién una economia de intercambio con m consumidores y n
mercancias. Las mercancias son perfectamente divisibles y que los individuos tienen pref-
erencias racionales, continuas y convexas. Ademds, > ", w" > 0, donde w’ € R’} es la

asignacién inicial de recursos del individuo ¢ € {1,...,m}.

DEFINICION 13. Un equilibrio Walrasiano con transferencias (EWT) es dado por precios

P € R} y asignaciones individuales (T°);c(1,... m} tales que:
(i) Factibilidad de mercado: > 10, 7' < Y7 w.

(ii) Optimalidad ex-post: Existe (t1,...,tn,) € R™, con >_1" ¢; < 0, tal que 8 = Z'(p, P -
wi—i-ti), Vi € {1,...,m}.
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SEGUNDO TEOREMA DEL BIENESTAR SOCIAL
Considere una economia de intercambio con m consumidores y n mercancias. Suponga que
las mercancias son perfectamente divisibles y que las preferencias de cada individuo son

racionales, continuas, convexas y estrictamente mondétonas. Entonces,

[(fi)z’e{l,...,m} > 0 Pareto Eﬁciente] — dJpeR}: [(ﬁ; (Ti)ie{l,...7m}) es un EWT]

DEMOSTRACION. Note que es suficiente probar que existe p € R7} tal que

Vie{l,...,m}:u'(z") >u'(T) =p 2" >p- T

De hecho, en este caso (p; (T')ieq1,...,m}) €s un equilibrio con transferencias, las cuales son
dadas por ' =p -z —p-w', Vi € {1,...,m}.

Sean (u');e{1,...,m} funciones de utilidad que representan las preferencias de los individuos.

Defina el conjunto
A= {sz eRY :Vie {1,...,m}, u'(a") > ul(xz)} .
i=1

La convexidad de las preferencias nos asegura que el conjunto A es convexo. Ademés, como
(T')ieq1,...,m} es Pareto eficiente, S w' ¢ A, Por lo tanto, el Teorema de Separacién de

Convexos implica la existencia de un vector p € R™ \ {0} tal que,
m m
p-Y T =p-Yy w<pzVzeA,
i=1 i=1

donde la primera igualdad viene de la monotonia de las preferencias. Ademds, como las
preferencias son estrictamente mondtonas, para cada l € {1,...,n}, z = Z?ll(f‘ + %el) €
A, donde e; es la canasta que solo contiene una unidad de la mercancia [. Sigue que
peRL\ {0},

Suponga que para algin individuo i € {1,...,m} existe ' € R} tal que u'(z") > u*(Z").
Entonces, para 6 € (0, 1) suficientemente cerca de uno, u'(fz') > u'(z") y, para cada indi-
viduo j # i, u?(z7 + T}l;_elx’) > u/(z7). Luego, p-z' > p-7'. Por lo tanto, suponga que
p-z' =p 7. La continuidad de las preferencias nos asegura que existe 6 € (0,1) tal que
ut(0z%) > u'(z'). Luego, p-0x' > p-7' = p-2'. Lo cual es una contradiccién, ya que ¥ > 0.

Esto completa la demostracion. [l

Note que, bajo las condiciones del teorema, para implementar una asignaciéon Pareto efi-

ciente un planificador central necesitara conocer las transferencias de renta que debe hacer
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entre los individuos. Por ejemplo, para obtener a través del mecanismo Walrasiano la dis-
tribucién de recursos Pareto eficiente (fi)ie{l,...,m} podria trasferirle (quitarle) al individuo
i una cantidad #; = p- (" — w'). De hecho, la suma de las transferencia asi definidas es
menor o igual a cero (el planificador no le agrega recursos a la economia) y cada individuo
i queda con una renta igual al valor de mercado de la asignacién z'. Como (fi)ie{L...,m} es
Pareto eficiente y las preferencias son estrictamente convexas, independiente de los precios
(por ejemplo, cuando p = p) cada individuo i va a demandar la asignacién z*.° El prob-
lema es que para conocer (ﬂ-)ie{l,_._’m} se puede requerir adelantar los precios de equilibrio
y conocer las asignaciones individuales.

Alternativamente, se podria pensar que el planificador le embarga la asignacién inicial
a cada individuo ¢ entregandole a cambio la asignacién z*. En este caso, no es necesario
conocer los precios p, ya que la Pareto eficiencia y el Primer Teorema del Bienestar Social
garantizan que los individuos van a consumir su “nueva’ asignacién de mercancias. No
obstante, para embargar las asignaciones iniciales el planificador debe conocerlas, caso
contrario, los individuos tendrian incentivos para esconder la riqueza.

En cualquier caso, la implementacién del Segundo Teorema del Bienestar requiere hipétesis
muy restrictivas sobre el grado de conocimiento que el planificador tiene de las carac-

teristicas de los consumidores.

EJERCICIOS

(1) Considere una economia con n agentes cuyas preferencias son idénticas y representables
por una funcién de utilidad estrictamente céncava. Hay m mercancias y la canasta de
recursos agregados es W € R, . Muestre detalladamente que dividir los recursos equitati-

vamente entre los individuos es una asignacion Pareto eficiente.

(2) Cuando los mercados financieros son incompletos (S > 1), los equilibrios competitivos
no necesariamente son Pareto eficientes. Ilustrar esta posibilidad es el objetivo de este
ejercicio.

Suponga, con la notacién del ejercicio sobre mercados incompletos del capitulo ante-
rior, que S = 3, m = 2, By = 1, Ry = Ry = 0, (w};wi;wl;wl) = (1;1;0,25;0,75),
(wg; wi; w3 wi) = (1;150,75;0,25), (w5755 m3) = (7;75;73) = (0,5;0,25;0,25), u'(x) =
(@) = V.

Muestre que, cualquier distribucién de recursos asociada a un equilibrio puede ser Pareto

dominada, redistribuyendo recursos solamente entre los estados s =2y s = 3.

9Pruebe esta dltima afirmacién.
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(3) Considere una economia con dos consumidores y dos bienes. Uno de los individuos tiene
preferencias representables por la funcién de utilidad u(z1, x2) = z122. En cierta asignacién
Pareto eficiente x* este consumidor recibe la canasta (10,5). Suponga que existen precios

competitivos que soportan x* como equilibrio Walrasiano. Encuéntrelos.

(4) Considere una economia de intercambio estatica, donde las preferencias de los individuos

son estrictamente mondtonas, estrictamente convexas y representadas por las funciones de

utilidad (ui(+),...,un(-)). Demuestre que, dado (s1,...,8,) > 0, existe a lo mds una
asignacion Pareto eficiente (z1,...,,x,) tal que, (ui(x1),...,un(zy)) es proporcional a
(S1y-.+,5n)-

(5) Considere una economia de intercambio estética con 2n + 1 consumidores. Existen dos
mercancias indivisibles, zapatos derechos (D) y zapatos izquierdos (I). Existen n zapatos
izquierdos y n + 1 zapatos derechos. Todos los individuos tienen la misma funcién de

utilidad u(I, D) = min{I, D}. Encuentre el conjunto de asignaciones Pareto eficientes.

(6) Considere una economia de intercambio, donde un planificador central impone un lim-
ite exdgeno a la cantidad que cada consumidor puede demandar de una cierta mercancia.
;Podemos afirmar que el equilibrio Walrasiano serd Pareto eficiente? Justifique detallada-

mente su respuesta.
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